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1 Mengen, Funktionen und Relationen

1 Mengen, Funktionen und Relationen

1.1 Mengenlehre
Definition (Cantor, 1895)

“Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohl
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen.”

Die Objekte, die zu einer Menge zusammengefasst sind, heifSen Elemente dieser
Menge. Eine Menge enthilt ihre Elemente.

Wir konnen eine Menge festlegen, indem wir ihre Elemente explizit zwischen
geschweiften Klammern angeben.

Beispiele

1. Die Menge aller Vokale im englischen Alphabet ist {a,e,i,0,u}.

2. Die Menge aller ungeraden positiven ganzen Zahlen, die kleiner als 10 sind,
ist {1,3,5,7,9}.

Wir kénnen eine Menge auch festlegen, indem wir die charakteristische Eigen-
schaft ihrer Elemente angeben.

Beispiel

Die Menge
{x : x ist eine gerade, positive ganze Zahl, die kleiner als 10 ist}
ist

{2,468}

Wir benutzen besondere Symbole fiir gewisse Mengen:



1.1 Mengenlehre

N=1{1,23,...} (die Menge der natiirlichen Zahlen)

No=1{0,1,23,...} (die Menge der nichtnegativen
ganzen Zahlen)

z={...,-2,-1012,...} (die Menge der ganzen Zahlen)

Q= {% meZ,ne IN} (die Menge der rationalen Zahlen)

R ist die Menge aller reellen Zahlen.
C ist die Menge aller komplexen Zahlen.
@ = {} ist die leere Menge.

Bemerkung

Eine Menge ist eine nicht geordnete Sammlung von Objekten, so dass
{2,468} = {4,8,6,2}.

Wir schreiben
xe A

fur die Tatsache, dass x Element von A ist, und
x¢& A

fur die Tatsache, dass x kein Element von A ist.

Definition

Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch
Element von B ist. In diesem Fall schreiben wir “A C B”.

Beispiele
1. {1,35} € {1,357}

2. OCNCNgCZCQCRCC

3. {135} £{1,2,3,4}



1.1 Mengenlehre

Definitionen

1. Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn A C B und B C A. In diesem Fall
schreiben wir “A = B”.

2. Eine Menge A heifst echte Teilmenge von B, falls A C Bund A # @, A # B.
In diesem Fall schreiben wir A C B und sagen: A ist echt enthalten in B.

Wir konnen Mengen kombinieren, um weitere Mengen zu bilden.

Definitionen

A und B seien Mengen.

1. Die Vereinigungsmenge oder Vereinigung von A und B ist die Menge

AUB={x:x€ Aoder x € B}.
T

“A vereinigt mit B”
2. Die Schnittmenge oder der Durchschnitt von A und B ist die Menge

ANB={x:x€ Aund x € B}.

/I\
“ A durchschnitten B”

3. Die Differenz von A und B ist die Menge
A\B={x:x€ Aund x ¢ B}.

T
“A ohne B”

Bemerkungen

1. In der Mathematik benutzen wir das Wort “oder” immer im nicht aus-
schlieflenden Sinne. “x € A oder x € B” bedeutet also “x € A” oder “x € B”
oder beides.

2. Falls AN B =® (d. h. A und B haben keine gemeinsamen Elemente), sagen
wir: A und B sind disjunkt.



1.1 Mengenlehre

Beispiel

Si={(xy): (x=1°+ -1 <1}, Sa={(xy):ly| <1}
seien Teilmengen der Ebene

P={(xy):xycR}.

Zeichnen Sie die Mengen S1,5,,51 N Sy und S; U Ss.

Losung

\Y

S f NS, |

Zeichenerklirung

— “Rand” gehort zur Menge

- - “Rand” gehort nicht zur Menge

e “Eckpunkt” gehort zur Menge

o “Eckpunkt” gehort nicht zur Menge



1.1 Mengenlehre

O

Im letzten Beispiel betrachteten wir S; und S, als Teilmengen einer Universal-
menge P.

Definition
A sei Teilmenge einer Universalmenge U. Die Menge

A=U\A
T

definitionsgemafs gleich

heifst Komplement von A in U.

Gesetze der Mengenoperationen

X, Y und Z seien Teilmengen der Universalmenge U.

XU=X

XU = X} Identititsgesetze

XuX=U

XNAX =0 } Dominationsgesetze

(XUY)UZ=XU(YUZ)

(XNY)NZ=XN(YNZ) } Assoziativgesetze

XUY=YUX

XNY=YNX } Kommutativgesetze

Z } Distributivgesetze

Wir betrachten diese Grundgesetze der Mengenoperationen als Axiome (gegebe-
ne, nicht beweisbare Gesetze) und leiten weitere Ergebnisse von ihnen her.
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Lemma

A und B seien Teilmengen der Universalmenge U. Es gelten:

} Idempotenzgesetz

A=A (Involutionsgesetz)
A

UB=ANB

AAB— AU F} de Morgansche Gesetze

Beweis
Es gilt:
AUA=(AUA)NU (Identitdtsgesetz)
=(AUA)N(AUA) (Dominationsgesetz)
=AU(ANA) (Distributivgesetz)
=AUQ (Dominationsgesetz)
=A (Identitatsgesetz)
Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise bewiesen. O
Bemerkung

Unsere Definition von einer Menge als “Sammlung von Objekten” ist etwas naiv
und kann zu Problemen fiihren.

(i) Als Elemente konnen Mengen andere Mengen haben.
Beispiel

A sei eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von A heifit die Potenzmenge
von A und wird mit P(A) bezeichnet.

Fur A= {1,2} ist z. B.
P(A) ={2,{1}{2}{1,2} }.



1.1 Mengenlehre

(ii) Eine Menge kann sich selbst als Element haben. L sei die Liste aller Dinge in
Prof. Groves” Uni-Tasche. Diese Liste L stellt eine Menge durch Aufzdhlung
dar:

L = {Lehrbuch, Stift, Vorlesungsskript, Hammer}.

(Der Hammer ist zum Kaputtschlagen von Handys, die wahrend der Vor-
lesung klingeln.) Oft legt Prof. Groves auch die Liste in seine Tasche. Wir
miissen also L in

L = {Lehrbuch, Stift, Vorlesungsskript, Hammer, L}

abandern. Damit enthélt die Menge L sich selbst.
(iii) Die Russellsche Antimonie

M sei die Menge aller Mengen, die sich selbst nicht enthalten. Frage: Enthalt
M sich selbst, d. h. ist M € M?

— Falls M € M, gilt definitionsgemafs M ¢ M.
- Falls M ¢ M, gilt definitionsgemafs M € M.

Damit fiihrt die Existenz von M zu einem logischen Widerspruch.

Um solche Probleme zu vermeiden, brauchen wir eine viel subtilere Definition
des Begriffs “Menge”. Es handelt sich hier um die axiomatische Mengenlehre,
die in dieser Vorlesung nicht behandelt wird.

Geordnete n-Tupel

Eine Menge ist eine nicht geordnete Zusammenfassung von Objekten. Manch-
mal ist die Ordnung allerdings wichtig.

Definition
A und B seien beliebige Mengen.

Ein Paar (a,b) mit a € A und b € B heif$t geordnetes Paar mit a als erster
Komponente und b als zweiter Komponente.
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Die Menge aller solchen geordneten Paare
AxB:={(ab):ac AbeB}
T
“A kreuz B”

heifst Produktmenge oder kartesisches Produkt von A und B.

Beispiel

Die Lage eines Punktes P der Ebene ldfit sich durch ein geordnetes Paar reeller
Zahlen beschreiben:

P(x,y) !

|
horizontale vertikale >I<
Koordinate Koordinate

Y

Damit ist die Ebene die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen, d. h. die
Menge R x R. Statt R x R schreibt man meist IR?.

Diese Idee 143t sich verallgemeinern.

Definition

Ajy,..., Ay seien n beliebige Mengen. Die Menge

Ay x Ay X ... x Ay ={(ay,....an) :a, € Aq,...,.ay, € Ay}

aller geordneten n-Tupel (ay,...,a,) mita; € A;,i =1,...,n heiflt Produktmenge
oder kartesisches Produkt von A1,..., A,.

10



1.2 Funktionen

1.2 Funktionen
Definition

A und B seien Mengen. Eine Funktion oder Abbildung f : A — B (“f von A
nach B”) ist eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element f(a) € B
zuordnet.

Die Menge A ist die Die Menge B ist die
Urmenge von f Zielmenge von f

Beispiele

1. Wir sind daran gewohnt, Funktionen durch explizite Formeln zu definieren,
z. B.
f:R—=R, f(x)=sinx.

2. Wir brauchen jedoch nur die mafigebende Zuordnung anzugeben, z. B.

{135} >N,  f(1)=3,
f(3)=4,
f(5)=7.

Definitionen

f : A — B sei eine Funktion.
Das Element f(a) € B heif3t Bild oder (Funktions)wert von a € A unter f.
Die Menge aller Funktionswerte von f, d. h.

R(f)={f(a):ac A},

11
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heifst Bildmenge oder Wertebereich von f; sie ist Teilmenge von B.

Beispiele

1. f:R—>R, f(x)=sinx.

Es gilt:
R(f)={sinx:x € R}
=[-11].

2. f:{1,35} —> NN, f(1)=3,
f(3) =4,
f(5)=7.
Es gilt:
R(f) ={f(1),£(3),f(5)}
={3,4,7}.
Definition

f : A — B sei eine Funktion und C sei Teilmenge von A. Die Menge aller Funkti-
onswerte von f, die aus Elementen von C stammen, d. h.

fICl:={f(a):acC}

heifst das Bild von C unter der Funktion f.

12
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Beispiele

1. f:R—=R, f(x)=sinx.

Es gilt:
f([0,7]) = {sinx : x € [0,7T] }
=10,1].

2. f:{135} =N,  f(1)=3,

Es gilt:

fHL3}) ={f(1),£(3)}
= {3,4}.

Definition

f : A — B sei eine Funktion und D sei Teilmenge von B. Die Menge aller Elemente
von A, deren Bilder unter f in D liegen, d. h.

fﬁl[D] ={ac€A:f(a) €D}
heifit das Urbild von D unter der Funktion f.

13
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Funktionen

Beispiele

1. f:R—R, f(x)=sinx.

Es gilt:
(1)

={x:sinx € [0,1]}

= |J [2nm,(2n + 1)7)
nez

2. f:{1,35} =N, f(1)=3,
f(3) =4,
f(5)=7.
Es gilt:
f{77}) =2
Definitionen
Eine Funktion f : A — B heifst
(i) injektiv, falls
a1 # ay = f(a1) # f(a2);

“ay # ap impliziert f(a1) # f(a2)”

(ii) surjektiv, falls

(iii) bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Beispiele

W

=

Diese Funktion ist weder injektiv noch surjektiv.

14



1.2 Funktionen

J——C

Diese Funktion ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Diese Funktion ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
4. fl ‘R — IR,f1<X) =sinx
Zielmenge (IR)

Manche Elemente der Ziel-
menge werden mehr als

F einmal erfasst. f; ist also
_ﬂ - - _ﬁ S A N /[_\_ I - - nicht injektiv.
\/ v \/ > Urmenge (R)

Nicht alle Elemente der Zielmenge werden
erfasst. f1 ist also nicht surjektiv.

5. f2 ‘R — [—1,1],f2(x) =sinx

Zielmenge ([—1,1])
LA __ Ao A/ A __LA____ ... aber nicht injektiv.
5 Urmenge (IR)

Jetzt werden alle Elemente der Zielmenge
erfasst. fo ist also surjektiv ...

15
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6. f3 : [—%,%] — [—1,1],f3(x) =sinx

Zielmenge ([—1,1])
A

> Urmenge ([—5,5])

Alle Elemente der Zielmenge werden genau ein-
mal erfasst. f3 ist also surjektiv und injektiv, also
bijektiv.

Beispiele 4-6 verdeutlichen, dass die Wahl der Mengen A und B ein wesentlicher
Teil der Definition einer Funktion f : A — B ist.

Bemerkung

Betrachten Sie eine bijektive Funktion f : A — B. Weil f injektiv ist, existiert zu
jedem Element b in der Bildmenge von f genau ein Element g in der Urmenge
von f, das auf b abgebildet wird. Weil f surjektiv ist, ist die Bildmenge von f
gleich B. Somit haben wir eine neue Funktion definiert:

Definition

: A — B sei eine bijektive Funktion. Die Funktion f~1: B — A,
f j

fHb) =g, wobei a das eindeutige Element aus A mit
der Eigenschaft b = f(a) ist,

heifst Umkehrfunktion von f.

16
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Bemerkung

f~1: B — Aist ebenfalls bijektiv, und es gilt

fH(f(a) =a, a€A,
f(f1(b)=b,  beB.

Beispiel

Die Umkehrfunktion der bijektiven Funktion
fR—R, f(x)=2x-3
ist 3
FUR SR, f_l(]/):%—i—iz

weil

A x=F"(y)

3/2 7

Geometrisch gesehen tauschen wir die Rollen der horizontalen und vertikalen
Achsen. Die Graphen von f und f~! sind also durch eine Spiegelung an der Ge-
raden y = x miteinander verwandt.

Definition

g:A— Bund f: B — C seien Funktionen.

17
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Die Funktion

f$g:A%C, (fog)(a) =f(g(a))
“f nach g”

heifit Komposition von f und g.

Proposition

Es seien g: A — Bund f : B— C Funktionen.
1. Ist f o g: A — Cinjektiv, so ist g : A — B injektiv.

2. Ist f o g+ A — C surjektiv, soist f : B — C surjektiv.

Beweis

1. Wir wissen:
Aus (fog)(a1) = (f o g)(az) folgt ar = a,.
Wir miissen zeigen:
Aus g(a1) = g(ay) folgt ay = as.

Es sei also g(a1) = g¢(az). Dann ist f(g¢(a1)) = f(g(a2)), d.h. (fog)(ar) =
(f o g)(az). Folglich gilt a; = a;.

18
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2. Wir wissen:
Zujedem ¢ € C existierta € A mit (f o g)(a) =c.
Wir miissen zeigen:
Zujedem c € C existiert b € B mit f(b) = c.

Es sei also ¢ € C. Dann gibt es a € A mit (f o g)(a) =¢, d.h. f(g(a)) =c.
Folglich hat b = g(a) die Eigenschaft f(b) = c. O

1.3 Relationen
Definition

Es sei f : A — B eine Abbildung. Der Graph von f ist die Teilmenge
Gs = {(a,f(a) :ac A}

von A X B.

Beispiele

1. f:R—=R, f(x)=sinx.

Gr = {(x,sinx) : x € R} konnen wir als Teilmenge von R? gut visualisieren:

FDies ist der Graph von f.

Af(x)

19
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2. f:{135} =N,  f(1)=3
f(3) =4,
f(5)=7.

Der Graph von f ist die Teilmenge {(1,3),(3,4),(5,7) } von

1,35} x N = {(1,1),(1,2),(13),.-.,31),(3,2),(33),...,(51),(5,2),(53),...}.

Bemerkung

Wir definierten eine Funktion f : A — B als Vorschrift, die jedem Elementa € A
genau ein Element f(a) € B zuordnet. Der Graph von f ist lediglich die Menge
dieser Zuordnungen:

b ist das Element von B, das a zugordnet wird,

(ab) €Gs  bedeutet dh. b= f(a)

f wird also vollstindig von G wiedergegeben, und somit kénnen wir f durch
seinen Graphen definieren.

Definitionen

A und B seien Mengen.

1. Eine Relation R zwischen A und B ist eine Teilmenge der Produktmenge
A x B.

Oft schreiben wir aRb statt (a,b) € R und sagen: ‘a steht in Relation zu b’.

2. Die Menge A wird als Quellmenge oder Vorbereich der Relation bezeich-
net. Die Menge B ist die Zielmenge oder der Nachbereich der Relation.

Beispiel

Es seien M und F die Mengen aller Mdnner bzw. aller Frauen. Die Teilmenge
{(m,f) € R:m ist der Ehemann von f}

von M X F ist eine Relation zwischen M und F.

20
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Es gilt z.B.
(Prince Charles, Camilla Parker-Bowles) € R,

(Donald Trump, Hillary Clinton) ¢ R.

Definitionen

Eine Relation R zwischen zweier Mengen A und B heifst
1. linkstotal, falls es zu jedem a € A ein b € B mit aRb gibt,
2. rechtstotal, falls es zu jedem b € B ein a € A mit aRb gibt,
3. linkseindeutig, falls aus 21 Rb und a; Rb die Gleichheit a; = a; folgt,

4. rechtseindeutig, falls aus aRb; und aRb, die Gleichheit b; = b, folgt,

Beispiele

Es seien A = {ay,a2,a3}, B = {by,bo,b3,b4}.

1.

Die Relation R = {(a1,b1),(a2,b3),(a3,by)} ist linkstotal und links- und recht-
seindeutig, aber nicht rechtstotal.

Die Relation R = {(ay,b1),(a1,b2),(a3,b2)} ist weder linkstotal, rechtstotal,
linkseindeutig noch rechtseindeutig.

21
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Bemerkungen

Es seien A und B Mengen.
Eine Funktion f : A — B ist eine linkstotale, rechtseindeutige Relation zwischen A

und B. f ist genau dann injektiv, wenn die Relation linkseindeutig ist, und genau
dann surjektiv, wenn die Relation rechtstotal ist.

Definitionen

Eine Relation zwischen einer Menge A und sich selbst heifst homogen. Wir spre-
chen in diesem Fall von ‘einer Relation auf einer Menge A’. Homogene Relatio-
nen werden hdufig mit dem Symbol ~ bezeichnet und heifsen

1. reflexiv, fallsa ~ a fur allea € A,

2. konnex, fallsa ~ b oder b ~ a fiir alle a,b € A mita # b,

3. symmetrisch, fallsa~b=0b~a,

4. asymmetrisch, fallsa ~b =10 X g,

5. antisymmetrisch, fallsa ~bund b~a =a =5,

6. transitiv, fallsa ~bundb~c=a~c.

Beispiele

Die Tabelle zeigt einige homogene Relationen auf IN.

x ~y, falls | reflexiv? symmetrisch? transitiv?

x <y ja(x <x) nein(3<4,44£3) |ja(x<y,y<z=x<z)

x|y ja (x[x) nein (3(6, 6/3) ja (x[y, y|z = x|z)

x+y=7 |nein(2x#7 |ja nein(3+4=7und4+3=7,
fur alle x € IN) 34+3=6)

22
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x ~y, falls | konnex? asymmetrisch? antisymmetrisch?
x<y ja nein (reflexiv) jax<yy<x=x=y)
x|y nein (3/5,5)3) | nein (reflexiv) ja(xly,ylx=x=y)
x+y=7 |nein(3+2#7, | nein (symmetrisch) | nein (3+4=7,4+3=7)
24+3#7)
Definition

Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv,

symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel

Es sei M die Menge aller Biicher in der Bibliothek. Die Relation
a und b haben dieselbe ISBN

a~b &

ist eine Aquivalenzrelation auf M:

Definition

ISBN 0393048470

2
ISBN 1603861823
ISBN 0393048470

ISBN 383481251X ISBN 0393048470

ISBN 1603861823

ISBN 0345453743

&

ISBN 383481251X

Es sei n € N. Zwei Zahlen a,b € Z heiflen kongruent modulo 7, falls n|(a — b).
In diesem Fall schreiben wir

a=>b (modn).

23
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Proposition

Es sei n € IN. Die Formel
a~b & a=b(mod n)

definiert eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis

~ ist reflexiv: a ~ a fiir allea € Z, denn a — a = 0 und n|0.

~ ist symmetrisch: Es gelte a ~ b, so dass n|(a — b). Folglich gilt auch
n|(b—a),dh.b~a.

~ ist transitiv: Es gelten a ~ b und b ~ ¢, so dass n|(a — b) und n|(b — ¢).
Folglich gilt es ganze Zahlen q; und g, derart, dassa —b =gnund b — c =

gon. Esistalsoa —c=(a—b)+ (b—c)=(q1 +g2)nund n|(a —c),d.h.a ~c.
U

Definition

Es seien ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und m € M.

Die Teilmenge
m]:={xeM:x~m}

heiflt die Aquivalenzklasse von m in M.

Lemma

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf eine Menge M. Dann bilden die Aquiva-
lenzklassen von ~ eine Partition von M, d.h.

1. fur alle x, y € M gilt entweder [x] N [y] = @ oder [x] = [y],

2. U x]=M.
xeM

24
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Beweis

1. Essei [x] N [y] # @. Wahle z € [x] N [y].
Es gilt nun

acx]=a~x
=a~z (denna ~ x und x ~ z)
=a~y (denna ~zund z ~y)
=a€lyl,

so dass [x] C [y]. Dasgleiche Argument ergibt [y] C [x], so dass [x] = [y] ist.

2. Wahle m € M. Aus m ~ m folgt m € [m] und daher

m € [m] C U [x],

xeM

sodass M C |J [x]. Definitionsgemds gilt |J [x] C M. O
xeM xeM

Bemerkung

Insbesondere folgt [x] = [y] aus x ~ .

Beispiele

1. Es sei M die Menge aller Biicher in der Bibliothek. Die Aquivalenzklassen
der Aquivalenzrelation

a~Db = a und b haben dieselbe ISBN

bilden eine Partition von M:

25
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ISBN 0393048470

ISBN 0393048470

\/

- ISBN 0393048470

2. Es seien n € N und ~ die Aquivalenzrelation
a~b & a=>b (modn)
auf Z.

Um die Aquivalenzklassen zu bestimmen, brauchen wir das folgende Er-
gebnis, das spater bewiesen wird:

Zujedem a € Z gibt es eindeutige Zahlen g, € Z (den Quotienten) und
ra €{0,...,n — 1} (den Rest) derart, dass

a:qan+ra.

Aus
a—x=(qa—qx)n+r,— 71y
folgt nun
an~x & Tg =Ty,
so dass

x| ={a€Z:r,=ry}.
Es gibt also n verschiedene Aquivalenzklassen, namlich

0] ={0,n,2n,...} U{—n,—2n,...},
M) ={L,n+1,2n+1,.. U{-n+1,-2n+1,..},
2]={2n+22n+2,. U{-n+2,-2n+2,..},

m—-1={n-12n—-13n-1,...} U{-1,—-1-mn,...},

und diese bilden eine Partition von Z:

n—1
z=Jlil, [{(N[]=0firi#].
i=0

26



1.3 Relationen

Lemma

Es sei {X; }ic; eine Partition einer Menge X, d.h.

Uxi=X, XiNX; =@ fiiri #j.
icl

Dann definiert die Formel
a~b & a,b € X;» fur irgendein i* € |

eine Aquivalenzrelation auf X, deren Aquivalenzklassen die Mengen X;, i € I
sind.

Ist ferner ~ eine weitere Aquivalenzrelation auf X, deren Aquivalenzklassen ge-
nau die Mengen X;, i € I sind, so stimmt ~ mit ~ {iberein.

Definition

Eine Relation < auf einer Menge M heifst partielle Ordnung, falls sie reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist. Sie ist eine Totalordnung, falls sie auch konnex
ist.

Bemerkung

Fiir eine Ordnung < schreiben wir oft a < b, falls a < b aber a # b.

Beispiele

1. Die Relation
a=b & alb

ist eine partielle Ordnung aber keine Totalordnung auf IN.

2. Die Relation
a=<b & a<b

ist eine Totalordnung auf R.
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1.3 Relationen

3. Die Relation <, wobei
(a1,...,an) < (by,...,bn), falls entweder a; < by
oder a; = b; und a; < by
odera; =bq,...,a,_1="b,_1und a, < by,
definiert eine Totalordnung auf IN".
Im Falle n = 4 gilt z.B.
(1,2,3,5) < (1,24,3), denn 3 < 4,
(1,79,11) < (1,7,9,14), denn 11 < 14.

4. Auf der Menge aller Ketten von natiirlichen Zahlen wird eine Totalordnung
durch die Regel

a1ay...ay, < byby...b,, fallsentweder (ay,...,a;) < (by,...,bt)
order (ay,...,at) = (by,...,by) und m <n

definiert, wobei t = min(m,n).

Schreiben wir a, ..., z statt 1,...,26, so erhalten wir die lexikographische
Ordnung: Es gilt z.B.

zumuten < Zumutung

faulen < faulenzen
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2 Korper und Zahlen

2 Korper und Zahlen

2.1 Korper

Definition

Es sei X eine nichtleere Menge. Eine (bindre) Verkniipfung © auf X ist eine Ab-
bildung X x X — X.

In der Regel verwenden wir die Notation x; ® x3 an Stelle von ®(x1,x2).

Definition

Ein Korper ist eine mit zwei Verkniipfungen + ("Addition’) und . ("Multiplikati-
on’) versehene nichtleere Menge X, die die folgenden Eigenschaften haben.

(A1)
(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

x+(y+z)=(x+y)+z VyxyzeX (Assoziativgesetz

x+y=y+x VxyeX

Es existiert ein Element
0 € X mit der Eigenschaft
x+0=0+x=x VxeX

Zujedem x € X existiert
ein Element —x € X derart, dass
x+(—x)=—x+x=0

x.(yz)=(xy)z VxyzeX
xy=yx VxyeX

Es existiert ein Element

1€ X\ {0} mit der Eigenschaft
lx=x1l=x VxeX

Zujedem x € X\ {0} existiert
ein Element x~! € X derart, dass
xx l=x1x=1
x(y+z)=xy+xz VxyzeX

der Addition)

(Kommutativgesetz der
Addition)

(Existenz eines neutralen
Elements der Addition)

(Existenz additiver
inverser Elemente)

(Assoziativgesetz der
Multiplikation)

(Kommutativgesetz der
Multiplikation)

(Existenz eines neutralen
Elements der Multiplikation)

(Existenz multiplikativer
inverser Elemente)

(Distributivgesetz)
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2.1 Korper

In der Regel verwenden wir die Schreibweise (X, + ,.) fiir einen Korper.

Bemerkung

Insgesamt besagen diese Eigenschaften, die wir auch die Axiome der Arithme-
tik nennen, dass die ‘tiblichen” Regeln der Arithmetik innerhalb eines Korpers
gelten.

Lemma (Rechenregeln)

Es seien x,y,z,w Elemente eines Korpers (K, + ,.). Dann gilt:

1.

2.

x+y=x+z=>y=z

—(=x)=xund —x=(-1).x
- x(=y) = —(xy)
xy=xz,x#0=>y=z

.xy=0=x=0odery=0
. Die Gleichung x + y = z fiir x hat die eindeutige Losung x =z + (—v).

Die Gleichung y.x = z, y # 0 fiir x hat die eindeutige Losung x =y

1

cxy Mt zw ! = (w +zy) (yw) 7L y,w#0

Beweis

4.

Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise bewiesen.

XYy =xz
= x L(xy)=x"1(xz) (Multiplikation mit x~1)
= (x Lx)y=(x"lx)z (A5)
=1ly=1z (A8)
=>y=z (A7)
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2.1 Korper

Beispiele

1. Die Menge der reellen Zahlen bildet einen Korper beziiglich Addition und
Multiplikation. In der Regel schreiben wir a.b, a.b=! und a + (—b) als ab,
a/bbzw.a —b.

2. Es sei p eine Primzahl und ~ die Aquivalenzrelation
a~b & a=0b(mod p), d.h. p|(b —a)

auf Z. Die Menge
Zy = (0], [p — 1]}
der Aquivalenzklassen bildet einen Kérper (Z,, ®,®) mit

[a] ® [b] :=[a +b], [a] © [b] := [ab].

Zundchst miissen wir zeigen, dass @ und © wohldefiniert sind, d.h.

[a] = lc], b] =[d] = [a+b]=[c+d] [ab] = [cd].

[a] = [c] und [b] = [d] bedeutet
a—c=qmp, b—d=gqp
tir irgendwelche ganzen Zahlen g7 und g,. Somit ist
(a+0b) = (c+d)=(q1+q2)p,  ab—cd=(bg+cq2)p,
d.h. [a 4+ b] = [c + d] und [ab] = [cd].

Die Axiome (A1)—-(A7) und (A9) lassen sich leicht verifizieren (die neu-
tralen Elemente der Addition und Multiplikation sind [0] bzw. [1] und
das additive inverse Element zu [a] ist —[a] := [—a]).

Nun zeigen wir, dass jedes [a] mit a € 1,...,p — 1 ein multiplikatives
inverses Element hat.

Falls [a] kein multiplikatives inverses Element hat, so gilt keine der

Gleichungen
0]la] = 1], [(Wla] =[1, [2][a] =[1], ..., [p—1la] =[]
=~ =~ —~ —_—
= [0a] = [14] = [24] = [(p—1)a]

Zwei der Klassen [0a], [1a], ..., [(p — 1)a] sind also gleich. Nennen wir
sie [ia] und [ja], wobei i > j ist. Somit gilt p|(i — j)a. Aus 1 <i—j<p
folgt p|a, aber dies ist nur fiir 4 = 0 moglich.
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2.1 Korper

Definition

Ein Korper (K, + ,-) heif3t geordnet, falls es eine Relation < auf K mit den folgen-
den Eigenschaften gibt:

(O1) Fiir alle x,y € K gilt genau eine der Beziehungen
x=y, x<y, y=<x
(Trichotomiegesetz)

(O2) Fiir alle x,y,z € K gilt
X<y, y<z = x<z
(Transitivitat)

(O3) Fiir alle x,y,z € K gilt

X<y = x+z<y+z
Monotoniegesetze
(O4) Fiir alle x,y,z € K gilt

x<y,0<z = xz<yz
Bemerkung

(O1) und (O2) sind dquivalent zur Aussage, dass < eine Totalordnung ist, d.h. sie
ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und konnex. (O3) und (O4) besagen, dass
sie mit den Axiomen der Arithmetik (A1)-(A9) vertraglich ist.

Beispiele

1. Beziiglich der Relation
a=<b & a<b
ist R ein geordneter Korper.

2. Essei p eine Primzahl. Es gibt keine Relation < auf Z,, beziiglich derer Z,,
ein geordneter Korper ist.

Nehmen wir an, es gibt eine solche Relation. Unten zeigen wir, dass [0] < [1]
ist. Dann folgt durch Monotonie

O+ ] <]+ [1], [A+0]<21+01], ..., [p—=2]+[1]<[p—1]+[]]
= [1] = [2] =[2] =[3] =[p—1] = [p]
und folglich durch Transitivitat

[1] < [p] = [0].
Dies widerspricht aber Trichotomie.
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2.1

Korper

Not

1

2

ationen

. Falls 0 < c ist, sagen wir: “c ist positiv”.
Falls c < 0 ist, sagen wir: “c ist negativ”.

. Manchmal schreiben wir b > a statt a < b.

Lemma

Es seien x,y,z,w Elemente eines Korpers (K, + ,.). Dann gilt:

1.

2.

6.

7

X+z<y+z = x<Yy

X<Y,z2w = x+z<y+w
.x=0y=0 = x+y >0

X<y = —y<-—x

x<y,z=w = x+(—w)<y+(—2)
x<y,z<0 = yz<xz

L0<x<y = 0=y l<x!

Die Aussagen 1-6 bleiben richtig, wenn wir tiberall “<” durch “<" ersetzen.

Beweis

In diesem Beweis benutzen wir ohne Weiteres die tiblichen (aus den Axiomen der
Arithmetik folgenden) Rechenregeln.

1. Es gilt:

x+z<y+z

=x+ (z+ (—z)) <y+ (z+(—z)> (O3)
=x<y
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2.1 Korper

4. Es gilt:
X<y
=+ (= (x+y) <y+ (- G+y) (03)
= —y < —x

6. Aus Aussage 4 folgt

z<0 = 0< -z

Es gilt also:
X<y
= x.(—z) <y.(—2) (O4)
= —Xxz<—Yz
=Yyz<xz (Aussage 4)
Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise bewiesen. O

Wir konnen auch interessantere Aussagen beweisen.
Lemma

1. x>~ 0ftrallex #0
2.1>0

3. x.y>=0fiiralle x,y <0
4. 0<x<1 = x> <x

5 x>1 = x2=x

Beweis

1. Weil x # 0 ist, folgt aus (O1):

Entweder x > 0 = x.x > 0.x (O4
=x2=0

oder x<0=xx.>0x (Aussage 6 des letzten Lemmas)
= x>0
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2.2 Ungleichungen

2. Da 12 = 1 ist, folgt diese Behauptung aus Aussage 1.

3. Da x,y < 0 sind, impliziert Aussage 4 des letzten Lemmas —x, — y > 0. Da-

her gilt
—x>0
= —x.(=y) = 0.(—y) (O4)
=xy >0
4. Es gilt:
x<1=xx=<1lx (04, weil 0 < x)
=x?<x

5. Aus x > 1,1 > 0 folgt x > 0 (O2) und daher gilt:

l1<x=1lx<xx (O4)
= x < x2

2.2 Ungleichungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie die Losungsmenge geweisser elemen-
tarer Ungleichungen fiir reelle Zahlen zu bestimmen ist. Wir benutzen hier die
Ergebnisse

X <a® & —a<x<a

2>>a> & x<-—aoderx>a

fiir a > 0, die aus den Ordnungsaxiomen folgen.

Beispiele

1. Fiir welche reellen Zahlen x gilt die Ungleichung

X —4x+1<3?

2. Fiir welche reellen Zahlen x gilt die Ungleichung

2—x

4?
3—i—x<
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2.2

Ungleichungen

Losungen

1. Offensichtlich gilt

X2 —4x+1<3
ex2—4x—-2<0

N————

=x2—4x4+4—-4-2

=(x—2)2—-6
&((x—-2)2%-6<0
S (x—2

)2 <6

(:>—\/6<x—2<\/6

e2-\Ve<x<2+6

Daher ist

2. Betrachte die Ungleichung

{x:x>—4x+1<3}=(2-V62+6).

Falls 3 + x > 0 gilt:

Falls 3 4+ x < 0, gilt:

Daher ist

te00

10 A

} quadratische Ergdnzung

2—x

4
3+x<

2—x

3—i—x<
2—-x<4(3+x)
2—x<12+4x
—10 < 5x
—2<x

2—x
3+x<4
2—x>4(3+x)
2—x>12+4x
—10 > 5x
—2>x

/]\
Dies gilt immer fiir 3 + x <0
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2.2 Ungleichungen

Definition

Eine reellwertige Funktion f heif$t monoton steigend, falls

x<y=f(x) < fy)

und streng monoton steigend, falls

x<y=fx) <f(y).

Beispiele

Die Funktionen

fl(x) = ﬁ, X e [O,oo),
fz(x) =ex, x €R,
f3(x) =logx, x€(0,00)

sind streng monoton steigend (dies werden wir spdter beweisen).

Monoton steigende Funktionen konnen bei der Losung von Ungleichungen sehr
hilfreich sein.

Beispiel

Fiir welche reellen Zahlen x gilt die Ungleichung

1
log (§x2+x+1) > 0?

Losung

Zunichst bemerken wir:

log(%x2+x+1>>0 I+x+1>1
log(3x?+x+1 0
= elos(br*tetl) o o ilog<%x2+x+1> > log1
=2 +x+1 =1 =0
(x — e ist streng (x — logx ist
monoton steigend) streng monoton steigend)
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2.2 Ungleichungen

Also gilt:
log(%xz—l—x—kl) >0
I+ x+1>1
®x2+2x>0
N——
=x>+2x+1-1

=(x+1)2%-1
S(x+1)2-1>0

& (x+1)2>1
Sx+1< -1 oder x+1>1

} quadratische Ergdnzung

Sx <=2 oder x>0

Daher ist

{x log< X +x+1)>0}=(—oo,—2)u(0,oo).

Es gibt eine Reihe niitzlicher Ungleichungen, in denen

X, x>0
MM: —X x <0

vorkommt. Folgendes Lemma folgt aus der Definition von |x|.

Lemma

Fiir alle x,y,z,a,b € R mitz # 0, b > 0 gilt:

D) [xy| = [x]ly|
@ |Z]= ’i
@) [x| =2
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2.2 Ungleichungen

@ —|x| <x<|x]

5) |[x—a|<b & a—b<x<a+b

6) |x—a|>b & x<a—boderx>a+b

Aussagen (5) und (6) bleiben richtig, wenn “<” und “>" durch “<” und “>"

ersetzt werden.

Bemerkung

Geometrisch gesehen ist |x — a| die Distanz zwischen den Punkten x und a auf
der Zahlengeraden:

1
|
I
|
|
|
¢ N ¢ ‘.' e fester Punkt

b b
A A
O L L O .
X a-b a a+b % o beweglicher Punkt
x<a-b : a-b<x<a+b : x>a+b
I I
Ix-al>b I Ix-al<b I Ix-al>b
| |
1 1

Lemma (Dreiecksungleichung)

Fiir alle x,y € R gilt
eyl <[]+ Jyl.

Beweis
Es gilt
—[x] < x < x|
—lyl <y <lyl
= —(lx[+y]) Sx+y <[x|+ |yl
=[x +y| <|x| + |y (Aussage (5) des letzten Lemmas).
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2.2 Ungleichungen

Korollar (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Fiir alle x,y € R gilt
x4yl = |12l = lyl|-

Beweis
[ = lx+y—yl < [x+yl+[-yl = [x+yl+ ]yl
so dass
X +yl = [x[ = yl- (1)
Ebenfalls gilt
y+x[ > [y] —[x]
und daher
x4yl >yl —[x]. (2)
Das Ergebnis folgt nun aus (1) und (2). ([l

Schliefslich notieren wir zwei weitere allgemeinntitzliche Ungleichungen.

Lemma

Fiir alle a,b € R gilt
ab < %(a2 + 1?).

Beweis

Offensichtlich gilt
(a—1b)?>0

=a2—2ab+1b*>0
= a% + 1% > 2ab
= 2(a® + %) > ab.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Korollar
Fiir alle nichtnegativen Zahlen x,y € IR gilt
Vay < g(x+y)
—_—

M . .
geometrisches arithmetrisches

Mittel von x, y  Mittel von x, y

Beweis

Wir benutzen das letzte Lemma mita = /x, b = /¥ (]

2.3 Die natiirlichen Zahlen

In diesem Abschnitt definieren wir IN als Teilmenge von IR und leiten ihre Eigen-
schaften aus den Axiomen der reellen Zahlen her.

Definition

Eine Teilmenge M von R heifdt induktiv, falls
1eM;
xeM = x+1eM.

Definition (Die Menge der natiirlichen Zahlen)

Die Menge IN der natiirlichen Zahlen ist die Schnittmenge aller induktiven Teil-
mengen von R.

Proposition

1. IN ist eine induktive Teilmenge von R.

2. Ist M eine induktive Teilmenge von R mit M C IN, so ist M = IN.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Beweis

1. Da 1 Element in allen induktiven Teilmengen von R ist und IN die Schnitt-
menge aller solchen Mengen ist, ist 1 auch Element in IN.

Es sei n € IN. Dann ist n Element in allen induktiven Teilmengen von RR.
Folglich ist n 4+ 1 Element in allen induktiven Teilmengen von IR, so dass
n 4 1 auch Element in IN ist.

2. Es sei M eine induktive Teilmenge von IR. Nach der Definition von IN als
Schnittmenge aller solchen Mengen ist IN C M. Falls M C N ist, gilt also
M= N.

O

Als ersten Vorteil dieser Vorgehensweise stellen wir fest, dass das Prinzip der
vollstindigen Induktion unmittelbar aus der Definition von N folgt.

Satz (Prinzip der vollstindigen Induktion)

P(n),n € N sei eine Aussageform mit folgenden Eigenschaften:
(i) P(1) ist wahr;
(i) P(k) = P(k+1) fir alle k € N.

Dann ist P(n) wahr fiir alle n € IN.

Beweis

Es sei
M = {n € N:P(n) ist wahr}.

Aus (i) folgt, dass 1 € M ist, und (2) zeigt, dass aus n € M auch n +1 € M folgt.
Damit ist M induktiv, und definitionsgemafs ist M Teilmenge von IN. Der obigen
Proposition zufolge ist also M = IN. Dies ist aber genau die Aussage, dass P(n)
fiir alle n € IN wahr ist. O
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Beispiele
Beweisen Sie folgende Aussagen durch vollstindige Induktion:

n
L Y #=-n(n+1)2n+1)firallen € N;
=1

~.

L 1 1
2. (1—,—2):n+ fur allen € N mitn > 2;
Pl i 2n

3. 2|(n% + 3n) fiir alle n € IN.

Losungen

1. P(n) sei die Aussageform

Ziz = %n(n +1)(2n +1).

Induktionsanfang (Beweis von P(1))

Es ist

-~
N
I
—
N
|
—
~
N

1.(1+1)(2141)=1,
so dass P(1) richtig ist.

Induktionsschluss

Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung
1
k) : = —k(k+1)(2k +1 1
Pl )i = k(k+1)(2Kk+1) )
die Induktionsbehauptung
k+1

Pk+1): Zz k+1(k+2)(2(k+1)+1)

impliziert.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Aus (1) ergibt sich durch Addition der Zahl (k + 1)

iiZ-i- (k+1)% = k(k 4+ 1) (2k +1) + (k + 1)

=1

. J

;

J

:kfzé = 2(k+1)[k(2k + 1) + 6(k + 1)]
= = L(k+1) (2K + 7k + 6)
= 2(k+1)(k+2)(2k + 3)

=(k+1)(k+2)(2(k+1)+1).

Damit haben wir P(k) = P(k 4+ 1) bewiesen.

2.P(n) sei die Aussageform

1 < 1 ) n+1
i i n
Induktionsanfang (Beweis von P(2))
Es ist
B(a_l)oy 1.8 2413
3 2) 4 4 22 4
so dass P(2) richtig ist.
Induktionsschluss
Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung
P(k) : ﬁ 1— 1) _k+1
Coig i2) 2k
die Induktionsbehauptung

Pk+1): 1—=

i2

[1

i=2

(1-%)

2(k+1)

impliziert.

()
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Aus (2) ergibt sich durch Multiplikation mit der Zahl (1 - ﬁ) :

() 0-2) - ()

N J/ J/
~~ ~~

:k“(l__l) k411
' 2k 2k(k+1)

(k+1)2 -1
2k(k +1)

_ k(k+2)

-~ 2k(k+1)

(k+1)+1
2(k+1)

Damit haben wir P(k) = P(k 4+ 1) bewiesen.

3.P(n) sei die Aussageform
2|(n* + 3n)

Induktionsanfang (Beweis von P(1))

Es ist
12+31=4, 2[4,

so dass P(1) richtig ist.

Induktionsschluss

Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung

Pk): 2|(k*+3k)
die Induktionsbehauptung

Pk+1): 2| ((k +1)2+3(k + 1))
impliziert.
Es ist

(k+1)2+3(k+1)=k*+2k+1+3k+3

= K+3k + 2k+2)
——— ——
teilbar durch 2 teilbar durch 2
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

so dass
2| ((k +1)2+3(k+ 1)).

Damit haben wir P(k) = P(k 4+ 1) bewiesen. O

Die Arithmetik und Ordnung der natiirlichen Zahlen

Die Arithmetik der natiirlichen Zahlen wird von der Arithmetik der reellen Zah-
len geerbt. Insbesondere besagt das folgende Lemma, dass die Addition und Mu-
tiplikation der reellen Zahlen Verkniipfungen auf IN definieren.

Lemma

N ist abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikation der reellen Zah-
len: Sind m, n Elemente in IN, so sind m + n und m.n ebenfalls Elemente in IN.

Beweis

Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion. Sei m € IN und zu n € IN sei
P(n) die Aussageform
m+mn € N.

Induktionsanfang (Beweis von P(1))

Da m € N ist und IN induktiv ist, ist auch m + 1 € IN. Damit ist P (1) richtig.

Induktionsschluss

Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung
Pk): m+kelN
die Induktionsbehauptung
Pk+1): m+(k+1)eN
impliziert.
Falls m + k € IN ist, folgt aus der Induktivitdt von IN, dass (m + k) + 1 € N ist. Es

ist aber (m + k) +1=m + (k + 1) (Assoziativgesetz der Addition (A1l)), so dass
m+ (k+1) € Nist.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Damit haben wir P(k) = P(k 4+ 1) bewiesen.

Die Abgeschlossenheit von IN beziiglich der Multiplikation wird in dhnlicher
Weise bewiesen. O

Bemerkung

Axiome (A1), (A2), (A5), (A6), (A7) und (A9) gelten also fiir IN und definieren die
Arithmetik der nattirlichen Zahlen.

Die Ordnung der natiirlichen Zahlen wird von der Ordnung der reellen Zahlen
geerbt.

Lemma

Fiir jede natiirliche Zahl gilt n > 1.

Beweis

Dies beweisen wir durch vollstindige Induktion. Es sei P(n) die Aussage n > 1.

Induktionsanfang (Beweis von P(1))

Die Aussage 1 > 1 ist trivialerwise richtig.

Induktionsschluss

Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung
Pk): k>1
die Induktionsbehauptung
Pk+1): k+1>1
impliziert.

Da 1 > 0 ist, gilt k + 1 > k (O3) und aus dieser Aussage, P(k) und (O2) folgt
k+1>1.

Damit haben wir P (k) = P(k + 1) bewiesen. O
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Satz (das Wohlordnungsaxiom der natiirlichen Zahlen)

Jede nichtleere Teilmenge M von IN besitzt ein kleinstes Element.

Beweis

Definiere
K={keN:k<mfirallem € M}.

Es gilt nun

K#® (1 eK);

K # N (fur allem € Mistm+ 1 ¢ K).
Es gibt also £ € K mit £/ + 1 ¢ K. Ansonsten hitten wir namlich 1 € K und
ke K = k+1¢c K und daher wire K = IN (IN hat keine echte Teilmenge, die

induktiv ist).

Da ¢ € Kist, ist ¢ < m fiir alle m € M. Falls ¢ € M ist, ist £ also ein kleinstes Element
von M. Nehmen wir an, ¢ ¢ M. Dann gilt

t<m fur allem € M
= /(+1<m furalleme M
= (+1€K,
ein Widerspruch. O

Nun benutzen wir das Wohlordnungsaxiom, um das Divisionslemma zu bewei-
sen.

Lemma (Division mit Rest)

Zujedem a € Z und n € N gibt es eindeutige Zahlen g* € Z (den Quotienten)
und r* € {0,...,n — 1} (den Rest) derart, dass

a=qn+r-.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Beweis

Es sei
R={reNp:a=qn+r furirgendein g € Z}.

Die Menge R ist nicht leer:
Ista>0,sogilta=0.n+a,sodassac R.
Ista <0,sogilta=a.n+a(l —n),sodassa(l —n) € R.

Die Menge
S={r+1:reR}

ist also ein nichtleere Teilmenge von IN. Dem Wohlordnungsaxiom der nattiri-
chen Zahlen zufolge hat sie ein kleinstes Element s*, so dass * := s* — 1 ein
kleinstes Element von R ist. Definitionsgemass gibt es ¢* € Z mit

a=qn+r.

Nun zeigen wir, dass r* <n — 1. Aus v* > n, also 0 <r* —n < r*, und
a=n(g +1)+ (" —n)

folgt ndmich r* — n € R, und dies widerspricht der Tatsache, dass r* ein kleins-
tes Element von R ist.

Schlieflich zeigen wir, dass g*, r* eindeutig sind. Es seien 41, o € Z und 1,
rp €40,...,n — 1} mit

a=ngy+ry, a=ngy+ 7. (%)
Ist g1 > g2, so gilt
rh=a—ng=a—nq+n(qg1 —q) >r1+n>n,
R_/‘r_/ H>/1_/
=7 >

und dies widerspricht rp < n. Analog fiihrt die Annahme g, > g7 zum Wider-
spruch rq > n. Folglich ist g1 = g» und aus (%) folgt dann r; = ry. O

Das Divisionslemma hat wiederum eine wichtige Andwendung in der Berech-
nung vom grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen.

Definition

Es seien a und b nattiirlich Zahlen. Die natiirliche Zahl d ist ein grofiter gemein-
samer Teiler von 2 und b, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

(i) d|a und d|b.

(ii) Hat eine weitere natiirliche Zahl c die Eigenschaft c|a und c|b, so gilt c|d.

Bemerkung

Der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist eindeutig. Sind d; und d, grofite
gemeinsame Teiler von a und b so gilt nach (ii) dq|d, und dp|d;, so dass di; = d;
ist.

Wir bezeichnen den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b mit (a,b).

Proposition

Es seien a und b natiirliche Zahlen mita > bund g € Nound r € {1,...,b — 1} mit
a=bg+r.

Dann gilt
(a,b) = (b,r).
(Ist » = 0, so ist offensichtlich (a,b) = b.)

Beweis

Wir zeigen, dass d := (b,r) die beiden Eigenschaften von (a,b) besitzt.

Offensichtlich gilt d|b und und d|r, so dass d| (qb + r) und d|b.
——

=a

Es sei ¢ € IN mit cla und c|b. Dann gilt c|b und c|(a —bgq), so dass c|d
——

(denn d = (b,r)). - O

Beispiel

Berechnen Sie (2406,654).
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Losung

Wir wenden die obige Proposition iterativ. Es gilt:

2406 = 654.3 + 444 (2406,654) = (654,444)
654 = 444.1 4 210 = (444,210)
444 =210.2 4+ 24 = (210,24)
210 =24.8 418 = (24,18)
24=18.1+6 = (18,6)
18=16.3 =6
Bemerkung

Dies ist der Euklidscher Algorithmus fiir die Berechnung von (a,b), die wir ta-
bellarisch zusammenfassen konnen:

a=>bg +r, (0<r <b) (a,b) = (br1)
b=r192 + 1, (0<r,<r) (b,r1) = (r1,12)
r=r2q3+13, (0<r3<r) (r1,72) = (r2,13)

Tk—3 = Tk—20k—1 T+ Tk—1, (0 <11 < Vk—z) (rk—3/”k—2) = (rk—2rrk—1)
Tkeo = Te—1qk + Tk (Tk—21k—1) = Tk—1
0

Der Algorithmus terminiert nach hochstens b Schritten, denn die Reste strikt klei-
ner werden und alle kleiner gleich b sind.

Proposition
Es seien a und b natiirliche Zahlen und d = (a,b). Dann gibt es ganze Zahlen u, v

mit
d = ua + vb.

Beweis

Wir konnen u und v mit Hilfe des erweiterten Euklidschen Algorithmus berech-
nen:
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Esseienug=1,u; =0und vg=0,v; = 1.

Firi=1,...,k seien

Uiyl = Uj—1 — iU, OUit1 = 0i—1 — 4i0;.

Durch vollstandige Induktion konnen wir leicht
ri_1 = u;a+ v;b, i=2,...k
zeigen, und insbesondere gilt
d = upa + vib. 0

Bemerkung

Die Zahlen u und v heif3en Bézoutkoeffizienten.

Beispiel

Esseien ug =1, u; =0und vg =0,v; =1 und

2406 = 654.3 + 444, U =ug—3up =1, Uy =0y — 301 = —3,
654 = 444.1 + 210, Uus=u] —up=-—1, U3 =101 — Uy =4,
444 = 210.2 + 24, Uy =upy —2uz =3, vy =0y — 203 = —11,
210 =24.8 418, Us = uz — 8uy = —25, U5 =03 — 8v4 =92,
24 =18.1+6, Ug = Uy — U5 = 28, Ve = U4 — U5 = —103,
18=6.3
Folglich ist

6 = 28.2406 — 103.654

Bemerkung

Es sei p eine Primzahl und b € {1,...,p — 1}. Da (p,b) = 1 ist, gibt es Bézoutkoef-
fizienten u, v derart, dass
up +ob=1.

Foglich gilt
[o][b] = [1]

in Z,, d.h. [v] ist das multiplikative inverse Element zu [b].
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Beispiel

Finden Sie [6533] ! in Z7039.

Losung
Es gilt
581.7039 — 626.6533 = 1
und folglich ist
[6533] ! = [—626] = [6413]
in Z7039.

Proposition (chinesischer Restsatz)
Es seien m, n natiirliche Zahlen mit m,n > 2 und (m,n) =1 und 4, b € Z. Dann
haben die Gleichungen

x =a (mod n),
x = Db (mod m)

eine Losung, und diese Losung ist eindeutig bis auf ganzzahlige Vielfache von
nm.

Beweis

Da (m,n) = 1 ist, gibt es Bézoutkoeffizienten u, v derart, dass
un +om =1.

Somit ist
x = avm + bun

eine Losung der angegebenen Gleichungen, denn

x=a+(—a+bun = x=a(modn),
x=b+(a—b)jvm = x=0b(modm).

Ist x eine Losung, so ist offensichtlich x + pnm ebenfalls eine Losung fiir alle
pEZ.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Sind x; und x, Losungen, so gilt
X1 = xp (mod n), x1=xp (mod m),

d.h. n|(x; — x2) und m|(x; — x2). Daraus folgt nm|(x; — x2), denn n und m
teilerfremd sind. (]

Beispiel

Zwei Zahnrader mit 13 bzw. 17 Zdhnen greifen ineinander. Zdhne und Liicken
sind von 1 bis 13 bzw. von 1 bis 17 jeweils im Drehsinn nummeriert. Zu Beginn
treffen Zahn und Liicke mit der Nummer 1 aufeinander. Nach wie vielen Schrit-
ten befindet sich der Zahn der Nummer 4 vom kleinen Rad in der Liicke mit der
Nummer 6 vom grofleren Rad?

Losung

Es sei x die Anzahl der Schritte, so dass

x =4 (mod 13),
x =6 (mod 17)

Esist (13,17) = 1, denn 13 und 17 sind Primzahlen, und
413 —-3.17 =1,

so dass
x=—-4317+6.4.13 =108

die obigen Gleichungen 16st. Diese Gleichungen sind dquivalent zu
x =108 (mod 221),
so dass sich die Zahnrdder nach 108-1, 329-1, 550-1, ...Schritten in den abgebil-

deten Poisitionen befinden.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Die ganzen und rationalen Zahlen
Definition

Die Menge Z der ganzen Zahlen ist die durch die Formel
Z={n:neIN}U{0}U{-n:neN}

definierte Teilmenge von IR.

Bemerkung

Man zeigt leicht, dass

Z abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikation der reellen Zah-
len ist;

alle Korperaxiome mit Ausnahme der Existenz multiplikativer Inverser (A8)
gelten.

Definition

M sei eine mit zwei Verkniipfungen +,. versehene Menge, wobei +,. die Axiome
(A1)-(A7) und (A9) erfiillen. In diesem Fall heifst M kommutativer Ring (mit
Identitit).

Da die Ordnung der reellen Zahlen geerbt wird, handelt es sich bei Z um einen
geordneten Ring.

Definition

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist die durch die Formel
m
Q= {;.mEZ,nEZ\{O}}

definierte Teilmenge von RR.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen

Proposition

M sei mit +, . ein Kérper und N sei Teilmenge von M. Es gelte
1. N ist abgeschlossen beziiglich + und .;
2. Essind0 e Nund 1€ N;
3. N ist abgeschlossen beziiglich der Inversen:

1€EN = —acN, acN\{0} =alecN.

Dann ist N mit +, . ein Korper.

Satz

Q bildet mit der Addition und Multiplikation der reellen Zahlen einen Korper.

Beweis

Wir beachten Q als Teilmenge von IR und priifen, ob die in der obigen Proposition
genannten Kriterien erfiillt sind.

1. Q ist abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikation der reellen
Zahlen, denn mita, c € Zund b, d € Z\ {0} ist

a ¢ ad+bc
b i pa €9
ac ac
E.E ﬁ EQ.
2. Fiirjedes n € Z\ {0} ist
0=-, 1=1,
n

so dass 0, 1 Elemente in Q sind.

3. Fiirm € Z, n € Z\ {0} ist
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2.4 Abzahlbarkeit

und fiir m,n € Z\ {0} ist

(2" -hee

n

Q ist also abgeschlossen beztiglich der Inversen.
O

Da die Ordnung der reellen Zahlen geerbt wird, ist Q also ein geordneter Korper.

2.4 Abzaihlbarkeit
Definition

Eine nichtleere Menge M heifit endlich, falls es eine nattirliche Zahl n und eine
bijektive Funktion f : IN,, — M gibt, wobei
N,={meN:m<n}

ist. In diesem Fall hat M n Elemente.

Bemerkung

Eine endliche Menge M kann nicht gleichzeitig n; und n, Elemente mit ny # ny
haben. In diesem Fall gébe es Bijektionen f; : IN,, = M und f, : IN,,, — M, so dass
g:=f;'ofr: Ny, =+ Ny, und g~ : IN,,, — N, Bijektionen wiren. Die Existenz
solcher Funktionen schliefit aber das folgende Lemma aus.

Lemma (Schubfachprinzip)

Es seien m und 7 natiirliche Zahlen mit m < n. Dann gibt es keine Injektion IN;, —
Ny,

Beweis

Es sei
S = {n € IN: Es existieren eine natiirliche Zahl

m < n und eine Injektion f : IN,, — IN,,}.
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2.4 Abzahlbarkeit

Falls S # @ ist, hat S dem Wohlordnungsaxiom zufolge ein kleinstes Element k.
Es existieren also eine natiirliche Zahl ¢ < k und eine Injektion g : INj — IN,.

Es ist £ # 1, denn keine Funktion Ny — IN; = {1} ist eine Injektion fiir k > 1.
Damitist £ > 1, so dass ¢ = g + 1 und daher k = p + 1 fiir igendwelche natiirlichen
Zahlen p, g sind.

Bemerke:
NkINpU{p+1}, NZINqU{q—Fl}.

Falls g 4 1 nicht in g[IN] ist, ist die durch die Formel
h(x) = g(x), x € Ny
definierte Funktion /1 : N, — IN, injektiv.
Falls g + 1 in g[IN,] ist, existiert x; € IN, mit g(x;) = g + 1. Folglich ist
g2(p+1) # g + 1. Damit ist die durch die Formel

h(x):{g(x)/ x%xll
glp+1), x=x
definierte Funktion /1 : N, — IN, injektiv.

In beiden Fallen haben wir eine Injektion / : Ny, — IN; mitg <p und p < k kon-
struiert. Dies widerspricht aber der Definition von k. l

Bemerkung

Das Schubfachprinzip wird oft folgendermafien formuliert:

Falls man n Objekte in m < n Schubfdcher einteilen mochte, gibt es
mindestens ein Schubfach, in dem mehr als ein Objekt landet.

Mit anderen Worten existiert keine Injektion f : M — S, wobei M die Menge der
Objekte und S die Menge der Schubfacher ist. DefinitionsgemafS existieren Bi-
jektionen f; : N, = M und f, : N, — S. Die Existenz einer Injektion f: M — S

impliziert, dass f, Yo fo f1: N, — IN,, injektiv ist. Dies widerspricht dem obigen
Lemma.

Definitionen

1. Die leere Menge betrachten wir als endlich mit 0 Elemente.

2. Eine nichtleere Menge M ist unendlich, falls sie nicht endlich ist.
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Lemma

IN ist unendlich.

Beweis

Nehmen wir an IN ist endlich. Dann gibt es eine nattirliche Zahl n und eine Bijek-
tion f : IN, — IN. Damit ist
N = {ay,...,a,},

wobei a; = f(i),i=1,...,nist.

Betrachte nun die Zahl
a=a1+...+a,+1.

Sie ist eine nattirliche Zahl, denn IN ist unter Addition und Addition von 1 abge-
schlossen. Auflerdem gilt a > a; und daher a # a;,i =1,...,n. Folglich ist a nicht
Element der Menge {aj,...,a, }. Dies ist ein Widerspruch. O

Bemerkung

Mit demselben Beweis zeigt man, dass die Mengen Z, Q und IR ebenfalls unend-
lich sind.

Lemma

Eine nichtleere Menge M ist unendlich, falls es eine Injektion f : N — M gibt.

Beweis

Nehmen wir an, M ist endlich. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n und eine Bi-
jektion f, : N, = M. Es seii:IN,, ;1 — IN die Inklusion

i(x) =x, x=1,...n+1.

Damitist/:= f,; ' o foi:IN, ;1 — N, eine Injektion. Dies widerspricht aber dem
Schubfachprinzip. d
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Definitionen

1. Eine nichtleere Menge M heifit abzdhlbar unendlich, falls es eine bijektive
Funktion f : N — M gibt.

2. Eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge heifst abzdhlbar.

3. Eine nicht abzdhlbare Menge heifit iiberabzdhlbar.
Beispiele

1. Die Menge Z ist abzdhlbar unendlich. So zdhlt man ihre Elemente ab:

~1
/I\
3

-2
/I\
5

—3 ...
/I\
7.

Zielmenge (Z)

FNQEEN Y
o — W

1
/I\
2

N

Urmenge (IN)

2. Die Produktmenge
IN x N = {(n1,n2) : n1,ny € N}
ist abzahlbar unendlich. So zdhlt man ihre Elemente ab:
/ 1 / 2 / 4
(/l,’l) (’],2) (’],5) (’],4)

3 . 5 ‘ &
/ o o
(2,1) g / / g

yes
22) (23 (24
o .

.
. .
6 . . .
4 ’ 4
’ 4 ’
4 ’ 4
rd " rd

B1) (32 (33 G4

/IO ','1’ ','t ','r
/ e s »
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

.

Zeichenerklirung

durchgezogene Pfeile: N — IN x IN
gestrichelte Pfeile: Abzdhlungsrichtung
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3. Die Menge aller positiven rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich. So z&dhlt
man ihre Elemente ab:

/4 /2 /4 /6 10

1 1 1 1 1

1 2 ) 4 5

s

2¥ 2 2K 12 2

1 V2 ko) 4 5

/5 L 15) .

3 3K L 3 B 3

1 2 Y3 4 5

/o

ap’ {4 4 4 4

1 Yo2 3 4 5

11,

¥ 5 5 5 5

1 2 5 4 5
Zeichenerklirung

durchgezogene Pfeile: N — Q
gestrichelte Pfeile: Abzdhlungsrichtung

4. Die Menge R ist nicht abzdhlbar. Sie ist unendlich, da die Inklusion IN — R
offensichtlich injektiv ist. Dass sie nicht abzdhlbar unendlich ist, beweisen wir
durch Widerspruch.

Nehmen wir an, R ist abzdhlbar unendlich. Es existiert also eine bijektive Funkti-

on f:IN — R. Wir bezeichnen f(n) mit N, d.d2d> ..., wobei N, eine ganze Zahl
istund d.,d2,45,... € {0,1,...,9} sind:

Urmenge (IN) Zielmenge (R)

1 - Npdidids...
2 — Ny didd;...
3 —  Nadid3ds...
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(Hier benutzen wir die Dezimalschreibweise fiir reelle Zahlen, die Nichteindeu-
tigkeiten wie 0,999... = 1,000... enthélt.)

D; sei eine ganze Zahl zwischen 1 und 8 mit D; # d; Betrachte nun die reelle Zahl

0,D;D,D;5...

Diese Zahl ist nicht gleich (1), da Dy # d} ist.

Sie ist ebenfalls nicht gleich f(2), da D # d3 ist.
Sie ist tatsdchlich nicht gleich f(j) fiir alle j € IN, da D; # d; ist.

Sie ist also nicht Element der Bildmenge von f: Dies widerspricht der Annahme,
dass f surjektiv ist.

5. Die Potenzmenge

P(N) ={o,{1}{1,2},{2},{1,23},...}

von IN (die Menge aller Teilmengen von IN) ist nicht abzahlbar. Sie ist unendlich,
da die durch die Formel
f(n) = {n}

definierte Funktion f : IN — P(IN) injektiv ist. Dass sie nicht abz&hlbar unendlich
ist, folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma

M sei eine nichtleere Menge. Es existiert keine surjektive Funktion f: M — P(M).

Beweis

f: M — P(M) sei eine surjektive Funktion. Wir betrachten die Teilmenge
A={meM:m¢ f(m)}

von M und zeigen durch Widerspruch, dass A nicht in der Bildmenge von f liegt.
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Nehmen wir an, es existiert n € M mit f(n) = A. Dann gilt:

neA=n¢fn)=n¢A

ngA=necf(n)=ncA.

Damit haben wir einen Widerspruch. [l

2.5 Primzahlen und das RSA-Verfahren

Wir beginnen mit einem hilfreichen Korollar des erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus.

Proposition

Es seien a und b natiirliche Zahlen und p eine Primzahl mit der Eigenschaft p]ab.
Dann gilt p|a oder p|b.

Beweis

Wir nehmen an, pJa, so dass (p,a) = 1. Dann gibt es Bézoutkoeffizienten 1 und v
mit

1=pu+av
und folglich gilt
b =bpu +abv . O
———
teilbar durch p
Bemerkung

Dieses Ergebnis gilt nicht, wenn p keine Primzahl ist. Es gilt bspw. 4|2.6 aber 4 2
und 4 /6.
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Korollar

Ist eine Primzahl Teiler eines Produkts ay - - - a,, natiirlicher Zahlen, so teilt sie
einen der Faktoren.

Korollar

Ist (a,n) =1und (byn) =1, soist (abn) = 1.

Beweis

Haben ab und n einen gemeinsamen Teiler, so haben sie einen gemeinsamen
Primteiler p. Aus p|ab folgt aber p|a oder p|b. O

Definition

Eine zusammengesetzte Zahl ist eine nattirliche Zahl, die grofler als 1 ist und
keine Primzahl ist.

Bemerkung

Der Ausdruck “zusammengesetzte Zahl” beschreibt die Tatsache, dass jede na-
tiirliche Zahl n > 1, die keine Primzahl ist, zerlegt werden kann, bis alle ihrer
Faktoren Primzahlen sind. z. B.:

360 =3.120
=3.30.4
=3.3.10.2.2.

= 222335
—_——
Primfaktorenzerlegung
von 360
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Satz (Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie)

Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt eine eindeutige Primfaktorenzerlegung.

Beweis

Nehmen wir an, es existiert eine natiirliche Zahl n > 1 ohne Primfaktorenzer-
legung. Dem Wohlordnungsaxiom von IN zufolge gibt es eine kleinste solche
natiirliche Zahl N.

Insbesondere ist N keine Primzahl. Es existieren also natiirliche Zahlen a,b >
1 mit der Eigenschaft, dass
N = ab.

Daa,b < N, haben a und b Primfaktorenzerlegungen, so dass N = ab ebenfalls
eine Primfaktorenzerlegung hat. Damit haben wir einen Widerspruch.

Nehmen wir an, es existiert eine natiirliche Zahl n > 1 mit zwei Primfaktoren-
zerlegungen. Dem Wohlordnungsaxiom von IN zufolge gibt es eine kleinste
solche nattirliche Zahl N.

Insbesondere haben die beiden Primfaktorenzerlegungen von N keinen ge-
meinsamen Primfaktor p (sonst wdre N/p eine kleinere natiirliche Zahl mit
zwei Primfaktorenzerlegungen). Es gibt also Primzahlen p und g und natiir-
liche Zahlen a und b derart, dass

N = pa = qb
aber g fa und p /b. Dann gilt aber g|pa aber g /p und g fa sowie p|qb aber p fq
und g fb. Dies ist ein Widerspruch. O
Definition

Fir eine natiirliche Zahl n > 2 sei ¢(n) die Anzahl der Elemente a aus
{1,...,n}, die teilerfremd zu n sind, d.h. (an) = 1 erfiillen. Man nennt
¢:{2,3,...} — N die Euler-Funktion.

Beispiel
$(6) =2,da 1,5 keinen gemeinsamen Teiler mit 6 haben.
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Proposition (Eigenschaften der Eulerschen-Funktion)

1. Ist p eine Primzahl und k > 1, so gilt ¢(p*) = p*(1 - %)

2. Sind p, g Primzahlen, so gilt ¢(pgq) = (p — 1)(g — 1).

Beweis

1. Unter den Zahlen 1, 2, ..., pk sind lediglich die Zahlen p, 2p, 3p, ..., pk_lp
nicht teilerfremd zu p*. Somit ist

p(p") =p* = p T =p ).

2. Unter den Zahlen 1, 2, ..., pq sind lediglich die Zahlen p, 2p, 3p, ..., qp so-
wie q,2q,3q, ..., pq nicht teilerfremd zu pg (wobei wir die Zahl pg zweimal
gezdhlt haben). Somit ist

¢(pg) =pg—p—q+1=(p-1)(g—-1). O

Lemma (Satz von Euler)

Essein >2und a € N mit (a,n) = 1. Dann ist

a?™ =1 (mod n).

Beweis

Betrachte die Menge S; = {ml,mz,...,mq,(n)} der Zahlen aus {1,...,n}, die teiler-
fremd zu n sind. Die Elemente der Menge S, = {aml,amz,...,am(P(n)} sind auch
teilerfremd zu n. Rechnen wir modulo 7, so sind S; und S also gleich. Somit ist

mymy - - - m¢(n) = a‘P(n)mlmz - m¢(n) (mod TZ).
Da m j und 7 teilerfremd sind, gibt es Mj mit
Mjmj =1 (mod n),

so dass wir my, ..., Mg () in der lezten Gleichung mit Hilfe von M;, ..., M4,(n)
kiirzen konnen. Dies liefert

1=a®™ (mod n). O
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Korollar (kleiner Satz von Fermat)

Es sei p eine Primzahl und 4 € N mit (a,p) = 1. Dann ist

a7 =1 (mod p).

Beweis

Dies folgt aus dem Satz von Euler, denn ¢(p) = p — 1. O

Das RSA-Verfahren

Eve

Bob

Wie kann Alice geheime Informationen an Bob verschicken, ohne das Eve belau-
schen kann?

Bob bereitet seine public key und private key vor:

Er wahlt sehr grofie zwei Primzahlen p und g (mit mindestens 100 Dezimal-
stellen) und berechnet

n=pq,  ¢mn)=(p-1F¢-1).

Er wéhlt eine Zahl d mit (d,¢(n)) = 1 und berechnet eine Zahl e mit
de =1 (mod ¢(n))
(mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus).

Die Zahlen n und d werden veroffentlicht. Sie sind sein public key.

Die Zahlen p, g4 und e bleiben geheim. Sie sind sein private key.
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2.5 Primzahlen und das RSA-Verfahren

Nun kann Alice jede Zahl x < n verschliisselt an Bob verschicken.

Sie berechnet
¢ = x*(mod n)

und schickt diese Zahl an Bob.

Und Bob kann Alices Nachricht enschliisseln:

Er berechnet
y = ¢®(mod n).

(Unten zeigen wir, dass x = y (mod n) ist.

Eve braucht ¢, um Alices Nachricht zu entschliissen. Dafiir braucht sie ¢(n) und
folglich auch p und 4. Dies kann sie theoretisch aus n berechnen. Es ist aber rech-
nerisch extrem schwierig, eine grofie Zahl in Primfaktoren zu zerlegen. Modu-
lares Rechnen ist dagegen rechnerisch recht einfach, so dass Bob und Alice ihre
Rechnungen fast miihelos durchfiihren kénnen.

Lemma

Es gilt
x =y (mod n).

Beweis

Zunichst bemerken wir, dass
y = ¢ = x™ (mod n)
ist. Ferner gilt ¢(n)|(de — 1), so dass
de —1=1{¢p(n)
tiir irgendein ¢ € Z und folglich ist
y = x"P0F = () ly (mod n).
Diese Gleichung gilt auch mod p und mod g, denn p und g sind Teiler von n.

Nun unterscheiden wir zwei Falle.
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2.6 Schranken, Maxima, Minima, Suprema und Infima

Sind x und # teilerfremd, so gilt dem Satz von Euler zufolge
) =1 (mod n)
und folglich
y = x (mod n).
Es gilt p|x oder g|x. Es sei p|x, so dass q und x teilerfremd sind (der andere
Fall wird in dhnlicher Weise behandelt). Es gilt
x‘P(n) = x(P_l)(q_l) = (xq_l)p_l =1 (mod q)
(wegen des kleinen Satzes von Fermat) und folglich
y = x (mod g),
d.h.
9|(y — x). (1)

Auf der anderen Seite gilt p|x, so dass

pl(y —x) (2)
(denny = xe).

Da p und g teilerfremd sind, folgt aus (1), (2)

pq |(y —x),
>~

d.h.
y = x (mod n). 0

2.6 Schranken, Maxima, Minima, Suprema und Infima
Definition

S sei eine nichtleere Teilmenge von RR.

S heifit nach oben beschrankt, falls es eine reelle Zahl M gibt, so dass
x < M fiir jedes x € S.

M ist eine obere Schranke fiir S.

S heifit nach unten beschrinkt, falls es eine reelle Zahl m gibt, so dass
x > m fiir jedes x € S.

m ist eine untere Schranke fiir S.
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Beispiele

1. (—o090,1] ist nach oben beschrankt. Das Diagramm zeigt einige obere Schran-
ken:

s s

Y

1
2. [7,9] U [11,00) ist nach unten beschriankt. Das Diagramm zeigt einige untere
Schranken:
IS
=
5 7
Bemerkung

Wir konnen auch nichtleere Teilmengen anderer Zahlbereiche wie IN, Z oder Q
betrachten. Die obere (untere) Schranke soll dann Element des relevanten Zahl-
bereichs sein.

Nun erinnern wir uns an das Wahlordnungsaxiom der natiirlichen Zahlen:

Jede nichtleere Teilmenge von IN besitzt ein kleinstes Element.

Dieses Axiom gilt in modifizierter Form auch fiir die ganzen Zahlen.

Lemma

Jede nach unten beschridnkte, nichtleere Teilmenge von Z besitzt ein kleinstes
Element.
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Beweis

Es sei M eine nach unten beschrédnkte, nichtleere Teilmenge von Z. Die Zahl / € Z
sei eine untere Schranke fiir M, so dass m > /¢ fiir alle m € M ist. Daher ist

N={m—(+1:me M}
eine nichtleere Menge natiirlicher Zahlen. Dem Wohlordnungsaxiom der nattirli-
chen Zahlen zufolge hat sie also ein kleinstes Element k. Damit gilt m — £ 41 >k,
dh.m>m*:=k+ /¢ —1 fur alle m € M. Da die Zahl m* Element in M ist, ist sie

ein kleinstes Element fiir M. [l

Das Wohlordnungsaxiom gilt aber absolut nicht fiir die reellen Zahlen.

Lemma

Die nichtleere, nach unten beschriankte Teilmenge (0,1) von R besitzt kein kleins-
tes Element.

Beweis (durch Widerspruch)

Nehmen wir an, (0,1) besitzt ein kleinstes Element x, so dass

x € (0,1),

x<y furalle ye(0,1). (%)
Aus

0<x<l1
folgt
0< % <x<1,

so dass y = x/2 (%) widerspricht. O
Bemerkungen

1. Falls x rational ist, ist x /2 ebenfalls rational. Derselbe Beweis zeigt also, dass
{x € Q:0 < x < 1} ebenfalls kein kleinstes Element besitzt. Das Wohlord-
nungsaxiom gilt also auch nicht fiir Q.
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2. Dieselben Ergebnisse gelten fiir grofite Elemente. Jede nach oben beschrank-
te, nichtleere Teilmenge von IN oder Z besitzt ein grofites Element. Dies gilt
nicht fir R oder Q.

3. Manche nichtleere, nach oben (unten) beschrankte Mengen reeller Zahlen

haben ein grofites (kleinstes) Element. Das Intervall [0,1] hat z. B. sowohl
ein grofites Element (1) als auch ein kleinstes Element (0).

Lemma

1. Die Menge X reeller Zahlen habe ein grofstes Element. Dann ist dieses grofs-
te Element von X eindeutig.

2. Die Menge X reeller Zahlen habe ein kleinstes Element. Dann ist dieses
kleinste Element von X eindeutig.

Beweis

1. Nehmen wir an, X hat zwei groite Elemente M;,M;. Dann gilt

M e X, M, e X

x < M, furallex € X x < Mp \fﬁr alle x € X,
insbesondere fiir x = M insbesondere fiir x = M;

= My < M = M; < M,

Damit ist M1 = Mp.

Die zweite Aussage wird in dhnlicher Weise bewiesen. O

Das Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen

(V) M sei eine nichtleere, nach oben beschrankte Menge reeller Zahlen. Die Men-
ge aller oberen Schranken fiir M hat ein kleinstes Element.
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Definition

Die kleinste obere Schranke einer nichtleeren, nach oben beschriankten Menge
M C R heifit Supremum oder obere Grenze von M und wird geschrieben als

sup M.

Satz

M sei eine nichtleere, nach unten beschriankte Menge reeller Zahlen. Die Menge
aller unteren Schranken fiir M hat ein grofites Element.

Beweis

Wir betrachten
N={-m:me M}

Weil M nach unten beschrinkt ist, ist N nach oben beschrankt. Dem Vollstandig-
keitsaxiom von R zufolge besitzt N eine kleinste obere Schranke (sup N), und
—sup N ist eine grofite untere Schranke fiir M.

Definition

Die grofite untere Schranke einer nichtleeren nach unten beschriankten Menge
M C R heifit Infimum oder untere Grenze von M und wird geschrieben als

inf M.

Beispiel

Zeigen Sie, dass inf(0,1) = 0.

Losung

0 ist offensichtlich eine untere Schranke fiir (0,1). Wir zeigen durch Widerspruch,
dass 0 die grofste untere Schranke fiir (0,1) ist.
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2.6 Schranken, Maxima, Minima, Suprema und Infima

Nehmen wir an, m > 0 ist eine untere Schranke fiir (0,1). Offensichtlich ist m < 1.
Aus
O<m<1

folgt
0<%<m<1,

und daher ist m /2 Element in (0,1), das kleiner als die untere Schranke m ist. [

Definition

Falls das Supremum einer nichtleeren, nach oben beschrankten Menge M C R
Element von M ist, heifst es auch Maximum von M und wird geschrieben als

max M.

Falls das Infimum einer nichtleeren, nach unten beschrankten Menge M C IR Ele-
ment von M ist, heifit es auch Minimum von M und wird geschrieben als

min M.

Beispiele

inf(0,1) =0, (0,1) hat kein Minimum
inf[0,1] =0,  min[0,1] =0
sup(0,1) =1, (0,1) hat kein Maximum

sup[0,1] =1, max[0,1] = 1.

Lemma

X sei eine nichtleere, nach oben (unten) beschriankte Menge reeller Zahlen und
M (m) sei eine obere (untere) Schranke fiir X. Dann gilt:

M=supX & Zujedem e > 0 existiert
xeXmitx>M—¢

m=infX <& Zujedem e > 0 existiert
xeXmitx <m+e
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2.6 Schranken, Maxima, Minima, Suprema und Infima

Beweis
= Die Aussage
Es existiert e > 0, so
dass x < M — ¢ fiir =M #supX
alle x € X
ist offensichtlich richtig. Damit haben wir die Kontraposition der
zu beweisenden Aussage bewiesen.
<= Dies zeigen wir durch Widerspruch.
Nehmen wir an, M; < M ist eine obere Schranke fiir X. Wir setzen nun
e = M — My, und es existiert x € X mitx > M — (M — M;), d. h. x > M.
Also ist M; keine obere Schranke fiir X.
Die zweite Aussage wird in dhnlicher Weise bewiesen. ]
Lemma

A und B seien nichtleere, nach oben beschriankte Mengen reeller Zahlen. Dann
gilt
sup(A+ B) =sup A+ supB,

wobei
A+B:={a+b:ac AbecB}.

Beweis

M :=sup A + sup B ist eine obere Schranke fiir A 4 B, weil

a<supA furalleae A
b <supB furalleb € B

= a+b<supA+supB tir allea € A,b € B.

Wir wissen:
Zujedem &1 > 0 existiert Zujedem gy > 0 existiert
a€ Amita>supA — ¢ beBmithb>supB — e
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2.7 Rationale und irrationale Zahlen

Wir wollen beweisen:
Zujedem e > 0 existiert x € A + Bmitx > M —e.

Wir wihlen e > 0 und setzen ey =¢/2,ep =¢/2, so dass x =a + b die Ungleichung
x>supA+supB—¢
SN— —
=M
erfiillt. O

2.7 Rationale und irrationale Zahlen
Lemma (die Archimedische Eigenschaft der reellen Zahlen)

1. Die Teilmenge IN of R ist nicht nach oben beschrénkt.

2. Zujedem e > 0 gibt es ein n € IN, so dass

1
—<e
n

ist.

Beweis

1. Dies beweisen wir durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass IN nach oben
beschrankt ist. Dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen zufolge hat
IN also eine kleinste obere Schrianke xy. Daher existiert n € N mitn > xp — 1
(verwende das letzte Lemma mit ¢ = 1). Da IN induktiv ist, liegt auch n + 1
in IN. Die Aussage n + 1 > x( steht aber im Widerspruch dazu, dass x( eine
obere Schranke fiir IN ist.

2. Weil IN nicht nach oben beschrénkt ist, gibt es ein n € IN, so dass n > % ist

(sonst ware % eine obere Schranke fiir IN). 0
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2.7 Rationale und irrationale Zahlen

Proposition

Es sei M eine nichtleere, nach unten beschriankte Teilmenge von IR, die nur ganze
Zahlen enthélt. Dann hat M ein kleinstes Element.

Beweis

Es sei s eine untere Schranke fiir M. Wegen der Archimedischen Eigenschaft der
reellen Zahlen existiert eine natiirliche Zahl ¢, so dass t > —s ist. Damit ist / :=
—t eine ganzzahlige untere Schranke fiir M und M eine nichtleere, nach unten
beschriankte Teilmenge von Z. Es wurde schon gezeigt, dass eine solche Menge
ein kleinstes Element besitzt. O

Wir konnen die Archimedische Eigenschaft der reellen Zahlen benutzen, um in-
teressante Eigenschaften von Z und Q herzuleiten.

Proposition

Es sei r eine reelle Zahl. Dann existiert ein eindeutige ganze Zahl m mit

m—1<r<m.

Beweis

50
®
®
®
°
Y

Die Menge X = {x € Z : x > r} ist nach unten beschrankt und hat daher ein
kleinstes Element m. Damit gilt m > rund m — 1 <r.

Erfiillen m; und m; die angegebene Gleichung, so sind sie beide kleinste Elemen-
te von X, so dass my = my ist. ]

Lemma

Jedes Intervall (a,8),« < B enthilt eine rationale Zahl.
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Beweis

Wegen der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen existiert n € IN, so
dass .

— — Q. 1

L <p-a 1)
Auflerdem existiert ein eindeutiges Element m € Z mit der Eigenschaft

m—1<na<m. (2)
Aus (2) folgt
m
— >
n
und aus (1), (2) folgt
m 1
— S N+ —
n n
<a+p—u
= IB
Die rationale Zahl 7} liegt also im Intervall («, ). O
Definition

Eine reelle Zahl, die nicht rational ist, heifst irrational.

Im folgenden Satz wird gezeigt, dass es irrationale Zahlen gibt.

Satz

Die Menge

S={3€Q:q9>0,4*<2}
reeller Zahlen ist nicht leer und nach oben beschrankt. Ihr Supremum r 16st die
Gleichung r? = 2 und ist nicht rational.

Beweis

Die Menge S ist offenbar nichtleer (1 € S). Sie ist aulerdem nach oben beschrankt,
denn jedes g € S erfiillt g < 2, weil

§>2=q*>4=q¢S.
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2.7 Rationale und irrationale Zahlen

Dem Vollstandigkeitsaxiom zufolge hat S also ein Supremum r € R. Offensicht-
lichistr > 0 (es gilt sogar r > 1,da 1 € S ist).

Nun beweisen wir r* = 2, indem wir die Méglichkeiten > < 2 und r? > 2 aus-
schliefien.

Falls r> < 2: Wir wahlen ¢ > 0 klein genug, so dass r? < (r +¢)? < 2:

12 < (r+e)?
=12 4 2re + €2
<r’42re+e fire<l1
5 s p—
< u]rs<2r_|_1

Wihlen wir e so, dass r + ¢ rational ist, ist also 7 + & € S. Aber r + & > sup S, ein
Widerspruch.

Falls r> > 2: Wir wéhlen ¢ > 0 klein genug, so dass 2 < (r —¢)? < r?:

12> (r—e)?
=12 —Der + €2
>r2—Der—e¢
2
re—2
2 fii
> ur 8<2r+1

Dann ist 7 — ¢ eine obere Schranke fiir S (die tibrigens auch rational gewahlt wer-
den kann), weil
g>r—e=g*>> (r—¢)?
>2
=q¢&S.

Dies widerspricht der Tatsache, dass r die kleinste obere Schranke fiir S ist.
Nun beweisen wir durch Widerspruch, dass r nicht rational ist.
Nehmen wir an, r ist eine rationale Zahl, so dass

rzg, pgeZ, q#0,

wobei wir den Bruch g als gekiirzt voraussetzen (p,q enthalten keine gemeinsa-
men Faktoren). Dann gilt:
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2.7 Rationale und irrationale Zahlen

2
2= F
:>P2:2q2

= p? ist gerade

= p ist gerade
=p=2m, meZ
= 4m? = 24°

= % = 2m?

= g2 ist gerade

= q ist gerade
=q=2n, neZ )

Also enthalten p,q den gemeinsamen Faktor 2.

Damit haben wir einen Widerspruch. O

Bemerkungen

1. Eine positive Zahl r mit der Eigenschaft r2 = n,n € IN heist Wurzel von n
und wird als v/n geschrieben. Der letzte Beweis zeigt, dass V2 existiert und
irrational ist. Das folgende Argument zeigt, dass sie auch eindeutig ist.

Nehmen wir an, es gibt zwei positive reelle Zahlen r1,r; mit

2 2
=2, ry =2.

Dann gilt:
r‘%—r%_zO
:>(I’1—1’2) (r1+r2):O
~——
>0
=r—1rn=0
=11 ="

2. Der obige Beweis zeigt, dass das Vollstindigkeitsaxiom fiir die rationalen
Zahlen nicht gilt. Die Teilmenge

S={q€Q:9>0,4*<2}

von Q ist nicht leer (1 € S) und nach oben beschrénkt (die rationale Zahl 2
ist eine obere Schranke). Falls S ein Supremum 7 in Q hat, muss r> = 2 sein.
Es gibt aber keine rationale Zahl mit dieser Eigenschatft.

Lemma

Jedes Intervall (a,8),« < B enthilt eine irrationale Zahl.
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2.7 Rationale und irrationale Zahlen

Beweis

Wegen der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen existiert n € IN, so
dass .
E < \/E(,B — [X).
Folglich gilt
1

E<,B—zx. (1)

Auflerdem existiert ein eindeutiges Element m € Z mit der Eigenschaft
m—lgx/inoc<m, (2)
Aus (1), (2) folgt
m
a< —— < p.

V2n

Die Zahl -2 ist irrational. Falls sie rational wire, hitten wir

V2n
m p
—_— =, ,gE€Z,9#0
\/En P-4 1

i
~v2=4
np
—
rational

ein Widerspruch.
Die irrationale Zahl ﬁ liegt also im Intervall («,8). O
Bemerkung

Zujedemr € R und ¢ > 0 existieren § € Qund i € R\ Q, so dass
r—q| <e, lr—i| <e.

Dieses Ergebnis besagt, dass eine reelle Zahl sich beliebig nah durch rationale
bzw. irrationale Zahlen approximieren ldsst. Wir sagen: Q und R \ Q sind dichte
Teilmengen von R.

Lemma

1. Q ist abzdhlbar unendlich.

2. R\ Q ist tiberabzéhlbar.
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2.8 Komplexe Zahlen

Beweis

1. Wir haben schon bewiesen, dass Q N (0,00) abzdhlbar unendlich ist. Dersel-
be Beweis zeigt, dass Q N (—o0,0) ebenfalls abzdhlbar unendlich ist. Aus

Q = [QN(-o0)] U {0} U [QN(0,00)]
—_— —~— —_—
abzahlbar abzahlbar abzahlbar

folgt, dass Q abzdhlbar ist.

2. Dies beweisen wir durch Widerspruch. Wir nehmen an, R \ Q ist abzéhlbar.

Dann gilt:
R= Q U R\Q
abzahlbar abzahlbar
so dass R abzahlbar ist. Wir haben aber schon bewiesen, dass R nicht ab-
zahlbar ist.

2.8 Komplexe Zahlen
Definitionen

Eine komplexe Zahl ist ein geordnetes Paar (a,b), wobei a und b reelle Zahlen
sind.

Die Menge aller komplexen Zahlen bezeichnen wir mit C.

Lemma

Mit den durch die Formeln

(a,b) + (c,d) :=(a+c,b+4d), (Addition)
(a,b).(c,d) := (ac — bd,ad + bc) (Multiplikation)

definierten Verkniipfungen bildet die Menge C einen Korper. Dabei sind die neu-
tralen Elemente der Addition und Multiplikation (0,0) bzw. (1,0) und

(ab) =(—a,—b),  (ab) —<a2+b2' a2+bz>‘

82



2.8 Komplexe Zahlen

Lemma

1. Die Teilmenge X = {(4,0) : a € R} von C bildet einen Teilérper von (C, +,.)
2. Die Abbildung ¢ : (4,0) — a ist eine Bijektion X — R mit

p(x1+x2) =¢(x1) +9P(x2),  P(x1.x2) =P (x1)P(x2)

ftir alle xq, xp € X.

Beweis

1. Wir miissen zeigen:

(i) Die neutralen Elemente der Addition und Multiplikation gehoren zu X.
Dies ist trivial: (0,0), (1,0) € X.

(ii) X ist abgeschlossen beziiglich 4 und .. Dies folgt aus

(a,0) + (b,0) = (a+b,0), (1)
(a,0).(b,0) = (ab,0) (2)

(iif) X ist abgeschlossen beziiglich der Inversen. Dies folgt aus

2. Dies folgt aus (1) und (2). ([l

Bemerkung

Die obige Notation fiir komplexe Zahlen ist etwas umstdndlich und wird tibli-
cherweise vereinfacht wie folgt.

Wir identifizieren die Teilmenge X von C mit R und schreiben (4,0) als a.
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2.8 Komplexe Zahlen

Wir definieren i = (0,1) und bemerken, dass
ii=(0,1).(0,1)
= (=1,0)
= 1.
Damit gilt
(a,b) = (a,0) + (0,b)

= (a,0) + (0,1).(b,0)
=a +ib.

Wir schreiben also (a,b) als a + ib und arbeiten mit den tiblichen Rechenregeln
und dem Zusatz i> = —1.

Beispiel
Es seien z1 = (x1,y1), 22 = (%2,2). Dann gilt

z120 = (x1,41)-(x2,92)
= (x1x2 — y1y2, X192 + X2Y1).

Schreibe nun z; = x1 4 iyy, zp = x3 + iy». Dann gilt

7120 = (x1 +iy1) (22 +iy2)
= x1X2 + X1 + Xoy1i + Yryi?
= x1X2 — Y1Y2 + (X1y2 + x2y1)i.

Definitionen

Betrachte die komplexe Zahl z = x + iy.
1. x ist der Realteil von z. Wir schreiben x = Rez.

2. y ist der Imaginarteil von z. Wir schreiben y = Imz.
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2.8 Komplexe Zahlen

3. x — iy ist die zu z konjugiert komplexe Zahl. Wir schreiben x — iy = z.

4. \/x? + y? ist der Betrag von z. Wir schreiben /x? + y? = |z|.

z heifst reell, falls Imz = 0 ist, und imaginar, falls Rez = 0 ist.

Proposition

Fiir jede komplexe Zahl z gilt
1. z4+Z =2Rez,
2. z—z=2ilmz,

3. zz = |z|%

Proposition

Fiir alle komplexen Zahlen zj, z; gelten die Regeln
1. z1+ 20 =21 + 2,

2. 212y = Z12o,

1 1
3. —=—, fall 0,
ety alls z1 #
4. Zzzll
5. |z1] = |z1].

Geometrische Darstellungen komplexer Zahlen

Da eine komplexe Zahl ein geordnetes Paar (x,y) reeller Zahlen ist, konnen wir
sie als Punkt in der Koordinatenebene (komplexer Ebene oder Gauf$scher Zah-
lenebene) darstellen:
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2.8 Komplexe Zahlen

Im
y z=x+iy
Imz
Z wird von z durch eine
Spiegelung an der reellen
X Re Achse hergeleitet.
-y Z=x—1iy

Es ist auch hilfreich, Polarkoordinaten einzufiihren:

Im
Hier gilt

Yr-—="77- z=x+ly x = rcos®,

: y =rsind,
r |
| r=4/x>+1y>?,
|
6 : tang = 7.
. X
X Re
Bemerke insbesondere, dass
r=|z|.

Der Winkel 6 heifst Argument der komplexen Zahl z = x + iy. Er ist nicht ein-
deutig: Er ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt. Diese Mehr-
deutigkeit wird behoben, indem man sich auf Werte von 6 im Intervall (—7,7]
einschrankt. In diesem Fall ist 6 das Haupt- oder Prinzipalargument von z und
wird mit argz bezeichnet:
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2.8 Komplexe Zahlen

Im Im
z z
|z| argz
] \
argz
Re Re
Im Im

Re Re
argz |z|
argz

In der Regel definieren wir arg 0 = 0.

Beispiel

Beschreiben Sie die folgenden Mengen geometrisch.
(i {zeC:|z—(1+1i)| =3}

(i) {zeC:1<|z| <3}

(ii) {zeC:|z—i| <|z+1i|}

(iv) {zeC: —n/4 <argz < 7 /4}
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2.8 Komplexe Zahlen

Losung

(i) {z€C:|z— (1+1i)| =3} ist die Menge der komplexen Zahlen, deren Distanz
zur komplexen Zahl 1 + i gleich 3 ist. Sie ist daher ein Kreis mit Mittelpunkt
1+ iund Radius 3:

.

(i) {z€C:1< |z| <3} istdie Menge der komplexen Zahlen, deren Distanz zum
Nullpunkt grofier als 1 und kleiner als oder gleich 3 ist. Es handelt sich daher
um einen Annulus mit Mittelpunkt 0 und Radien 1 und 3:

Im

Re
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2.8 Komplexe Zahlen

(iii) {z € C:|z—i| < |z+1i|} ist die Menge der komplexen Zahlen, die niher an i
als an —i liegen. Sie ist also die obere Halbebene:

Im

(iv) {z€C:—m/4 <argz < r/4} ist die Menge der komplexen Zahlen, deren
Winkel zur reellen Achse zwischen —7r/4 und 7t/4 liegt. Es handelt sich da-
her um einen Sektor:

Alm

Lemma

Betrachte die komplexen Zahlen

z1 = X1 +iy; = rycosbp + irysinfy,
Zp = X + 1Yy = rpcosby + irpsinb,.
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2.8 Komplexe Zahlen

Es gelten die Regeln
Z1Zp = 1117 COS(91 + 92) + irqro sin(91 + 92) (1)
und
zi{ =1} cosnb; + iry sinnby, n=123,.... (Satz von de Moivre) (ii)
Beweis
(i) Es gilt

2129 = (11 cosby + irysinfy)(rp cos 0y + irp sin6;)
— 11720801 cos By + 127172 sin b sinfy + irqr cos Oy sin by + irqrp sin by cos 6y
= r1rp(cos by cosf — sinby sinf,) + iryry(cos by sinf, + sinfy cosbs)
= r1rpcos(01 + 6,) + irqrpsin(6y + 67).

(ii) Dieses Ergebnis folgt induktiv aus (i). ([l

Bemerkung

Wir kénnen (i) geometrisch interpretieren: Die Distanz des Punktes z;z; zum
Nullpunkt in der komplexen Ebene ist das Produkt der Distanzen der beiden
Punkten z; und z; zum Nullpunkt und der Winkel des Punktes z;z, zur reellen
Achse ist die Summe der Winkel der beiden Punkten z; und z, zur reellen Achse:

Z42Zo

Re
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2.8 Komplexe Zahlen

Funktionen einer komplexen Verinderlichen

Wir beginnen mit den Definitionen der Exponential-, trigonometrischen und hy-
perbolischen Funktionen.

Definitionen

Fiir z € C definieren wir

e’ :=e*(cosy +isiny), wobei x =Rez, y =Imz,
sinz := %(eiz —e %),
Cosz = %(eiZ 1+ e i2),
sinhz := %(eZ —e %),
coshz:= %(eZ +e7 7).

Weitere spezielle Funktionen wie tan(-), cot(-), usw. werden durch diese Grund-
funktionen auf der tiblichen Art und Weise definiert.

Proposition
Es gelten
coshz = cos(iz), ze(,
sinhz = —isin(iz), zeC,
el = cosf + isinb, 0 eR, (Eulers Formel)

und die Grundidentitéten fiir die Beziehungen zwischen den Exponential-, trigo-
nometrischen und hyperbolischen Funktionen sind weiterhin giiltig.

Bemerkung

Wir kénnen die komplexe Zahl z in Polarkoordinaten als z = rcosf + irsin6
schreiben und durch Eulers Formel als z = re'® umschreiben.
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2.8 Komplexe Zahlen

Bemerkungen (Nullstellen)

1. Die Berechnung
?| = le*(cosy +isiny)|
= |e"|| cosy + isiny|

le

= e.X
fiir z = x 4 iy mit x,y € R zeigt, dass
Rez'

e*] =e

Insbesondere hat die Exponentialfunktion keine Nullstellen in der komple-

xen Ebene.
2. Esgilt
sinz=0 << z=0,£mn,+2m,...,
mw 3w b
cosz=0 <& Z:ii’iT’iT"”

(siehe unten).
3. Aus den Formeln in der letzten Proposition folgt

sinhz=0 <« z=0,+mi,+2mi,...,

i 37w b
hz = =4 +— +— ...
coshz=0 <« =z R N

Beispiel

Finden Sie die Nullstellen der Funktion cos(-) : C — C.
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2.8 Komplexe Zahlen

Losung
Es gilt
cosz=0
1 . .
=3 E(eIZ +e %) =0
P eiz _ _e—iz
& e =1,

Schreibe nun z = x + iy und bemerke, dass —1 = 1e'”:

\ M

T |_1|:1
< f\ arg(—1)=m

1 Re

Daher gilt

2iz — _1

o eZi(x+iy) ——

PN e—2ye2ix — 1ei7r

S e W =1, 2x=m+2nmt, n=0,+1,+2,...

< y=0, ng—l—nﬂ, n=0+1,+2,....
Es ist also 5 5
7T 7T T
= =4 — +— +—,.... ]
cosz=0 < z St TS

Definition

Es sei n € INp. Ein komplexes Polynom n-ten Grades ist ein Ausdruck der Form
a2 +a,_ 12" 4+ ..+ a1z + a,

wobei ay, ..., a, konstante komplexe Zahlen sind und a, # 0 ist.
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2.8 Komplexe Zahlen

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Essein € IN. Jedes komplexe Polynom n-ten Grades hat eine komplexe Nullstelle.

Korollar

Es sei n € IN. Jedes Polynom
2", 12" N+ agz + ag

n-ten Grades hat n komplexe Nullstellen zy,...,z, (die nicht notwendigerweise
verschieden sind), und lasst sich daher als

' da, 2N raztag=(z—21)(z—22)...(z — zn)

zerlegen, wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit a,, = 1 gesetzt haben.

Bemerkung

Falls die Koeffizienten ay, ..., a, reell sind, kommen alle Nullstellen in konjugiert
komplexen Paaren vor (im Sonderfall konnen sie reell sein). Es sei ndmlich z* eine
Nullstelle. Dann gilt

an ()" +ap 1 ()" + o a(2F) +ag =0
= 4y ()" +ay—1(z*)" T+ ..+ a1 (z¥) +ag=0
= 3, (Z) +a, 1 (Z)" T 4 @z 4 a3 =0
= a4, (Z)" +a,_ 1 (Z)" 4wz Fag=0, (daay, ..., ay reell sind)

so dass z* ebenfalls eine Nullstelle ist.

Definition

Eine n-te Wurzel einer komplexen Zahl 4 ist eine Losung der Gleichung

zZ =da.
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2.8 Komplexe Zahlen

Beispiel

Finden Sie alle fiinften Einheitswurzeln und interpretieren Sie das Ergebnis geo-

metrisch.

Losung

Wir miissen alle Losungen der Gleichung
=1

finden. Schreibe nun z = rel’ und bemerke, dass 1 = 1e':

Im
11]=1
1 arg(1l) =0
#» Re
Daher gilt
22=1
e 1550 _ 1l0
S =1, 50 =0+2nm, n=0,+1,+2,...
o r=1, o= 04142

5

———
Die funf Werte dieses Ausdrucks in

(—7t, 7] sind 0, %”, 47”, —%”, —47”

Die fiinften Einheitswurzel sind also
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2.8 Komplexe Zahlen

Die Wurzeln sind fiinf gleichmafSig
verteilte Punkte auf einem Kreis mit
Mittelpunkt 0 und Radius 1.

Sie bilden die Eckpunkte eines
regelmafiigen Fiinfecks.

Das folgende Lemma wird durch die Methode im obigen Beispiel bewiesen.

Lemma

Es sei n eine natiirliche Zahl und a eine von Null verschiedene komplexe Zahl.
Dann hat a genau n verschiedene n-te Wurzeln.

Falls n > 3 ist, so sind sie n gleichmiflig verteilte Punkte auf einem Kreis mit
Mittelpunkt 0 und Radius |a|'/". Sie bilden somit ein regelméfiges n-Eck.

Proposition

Es seien a, b, ¢ konstante komplexe Zahlen mit a # 0. Das quadratische Polynom
az*> +bz +c
besitzt

genau die eine Nullstelle —b/(2a), falls b*> — 4ac = 0,

genau die zwei Nullstellen —b/(2a) + z1, —b/(2a) + z; wobei z1, z, die bei-
den Wurzeln aus (b? — 4ac) / (4a®) sind, falls b> — 4ac # 0.
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2.8 Komplexe Zahlen

Beweis

Quadratische Ergdanzung ergibt

b\> (b
az> +bz+c=alz+--) —(——c]. O

2a 4a
Bemerkung
Da z; = —z; ist, missbrauchen wir oft die Notation und fassen die obige Proposi-
tion als

b b2 — 4dac
=—— 4
: 2a 4a?

zusammen, wobei \/ (b2 — 4ac) /442 entweder fiir z; oder fiir z, steht.

Beispiel

Finden Sie alle komplexen Nullstellen des Polynoms

z3—3zz+4z—2.

Losung

1 ist offenbar eine Nullstelle, so dass (z — 1) Faktor des Polynoms ist. Aus der
Rechnung

2 —2z+42
z—1)z3 —322+ 4z -2
23 — 72
—272 44z -2
—22% 422
2z —2
2z —2

0
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2.8 Komplexe Zahlen

folgt
2232244z -2=(z—1)(z*> — 2z +2).

Die Nullstellen des Polynoms
72— 2242

finden wir mit Hilfe der Formel aus der letzten Proposition. Sie sind

%i,/iﬂ C14VTT = 14i

22 -3z +4z-2=(z—1)(z—1—1i)(z—1+i). O

Damit ist
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3 Folgen und Reihen

3 Folgen und Reihen

3.1 Folgen

Informell formuliert ist eine Folge eine unendliche (geordnete) Liste von Zahlen:

1, %, %, 411' %, Folge
Trrre
12345 Position in der Folge

Definition

Eine (reelle) Folge ist eine Funktion N — RR.

Die obige Folge ist die Funktion 2 : N — R mit

a(n) = %

Notation

a:IN — R sei eine Folge.

In der Regel kiirzen wir “a(n)” auf “a,” ab, und statt “a : N — R” schreiben
wir “{a, }” (in Anlehnung an die informelle Definition einer Folge als geordnete
Liste).

Die obige Folge wird also geschrieben als

1

{ﬂn}/ ay = E

oder einfach
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3.1 Folgen

Beispiele

2

1. Die Folge {a, }, a, = n*= “wéchst” mit zunehmenden Werten von #:

a
A"
16+ .
o ° a; ap as a,
1 4 9 16
44 °
14 °
1 1 ] 1 >
T T 1 —>n
1

2 3 4

Da eine Folge nur eine Funktion ist, ~ Die Funktionswerte a,, kdnnen wir
konnen wir ihren Graphen zeich-  ebenfalls auf einer Zahlengeraden
nen. eintragen.

2. Die Folge {b,}, by = (—1)" “oszilliert” zwischen -1 und 1:

b
A"
1+ ° °
1 1 | 1 L b/| b2
1 1 Ll T >
1 2 3 4 N bs b,
At e . b : g
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3. Die Folge {cx}, cn = 1 “konvergiert” gegen O:

c
AT
14 °
1/2—+ ° Cs4 Gz G2 G4
O 1/4 173 1/2 1
113+ °
1/4+ °
l l I —>
1 2 3 4 n
Konvergenz

Was bedeutet die Aussage “{a, } konvergiert gegen ¢”?

Informelle Antwort: Je grofier der Wert von 71, desto ndher kommt a,, an ¢, viel-
leicht ohne / jemals zu erreichen.

Beispiel

Betrachte die Folge {a,}, a4, =1+ (—1)"/n:

a
AN

. o
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Aus dem Diagramm folgt, dass der Abstand zwischen a, und 1, also |a, — 1],
beliebig klein wird:

|ay — 1| < 3 fiirn > 2
lay — 1| < {5 fiirn > 10
|ay — 1| < 45 fiir n > 50

Und tatsédchlich: Wenn wir einen grofiten Wert ¢ fiir den Abstand |a, — 1| vor-
schreiben, konnen wir immer einen kleinsten Wert N fiir n finden, so dass

lap — 1| <efurn >N

(N kann jede natiirliche Zahl sein, die grofier als 1/¢ ist)

Definition
Eine reelle Folge {a, } konvergiert gegen den Grenzwert oder Limes /, wenn es
zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl N gibt mit
la, — ¢| <e furallen > N.
In diesem Fall schreiben wir
ap— £ fir n-—oco

und

E — llm an.
n—00

Hat die Folge {a,} einen Grenzwert, so heifit die Folge konvergent. Ansonsten
ist sie divergent.

Beispiele

1. Eine konstante Folge {a,}, 4, = a konvergiert gegen a.

Bemerke, dass |a, — a| = 0 ist. Fiir jedes ¢ > 0 gilt also

lap —a| <e furalle n>1.
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2. Die Folge {%} konvergiert gegen 0.

Die Archimedische Eigenschaft der reellen Zahlen besagt: Zu jedem ¢ > 0
existiert eine natiirliche Zahl N mit

L
N .
Daher gilt:
1 1 1 .
——O':—<—<s furalle #n > N.
n n N

3. Essei k > 0. Die Folge {%} konvergiert gegen 0.

Der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen zufolge gibt es zu je-
dem & > 0 eine natiirliche Zahl N mit

s <l
N .
Daher gilt:
1 1 1
- ):ﬁ<ﬁ<€ fir alle n > N.

4. Die Folgen {%} and {ai,,} , wobei |a| > 1, konvergieren gegen 0.
Hier nutzen wir die folgenden Fakten aus:
n! > n fiir alle n € IN (Beweis durch vollstandige Induktion).

Es existiert eine natiirliche Zahl Ny, so dass |a|" > n fir alle n > Nj ist.
(Dies wird unten unter ‘Groflenordnungen” bewiesen.)

Aus Beispiel 2 wissen wir: Zu jedem ¢ > 0 existiert eine natiirliche Zahl Nj
mit

1
= <e fir alle n > Nj.
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3.1 Folgen

Definiere N; = 1 in dem ersten Fall. Es gilt

1
1, 1
n! n!
_ < - <€
1, 1 )
an |a|" falls falls

n>N; n>Np

fir alle n > N := max(Ny,Na).

Lemma

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis

{a,} sei eine konvergente Folge mit a, — ¢1 und a,, — ¢; fiir n — oco. Dann gilt:

Zujedem g1 > 0 existiert N; € IN Zujedem g > 0 existiert N, € IN
mit |a, — {1| < & furn > Ny mit |a, — lp| < &y furn > Np

Bemerke, dass
[b1 — ba| = by — ap + a, — L2

<l|ay — 1| + |an — 62| (Dreiecksungleichung)
<e+e fur n > max(Ny,Np)

Nun wéhlen wir ¢ > 0 und setzen e; = 5, e, = 5, so dass
0< |y —b] <.
Da diese Ungeichung fiir jedes ¢ > 0 gilt, ist
[0y — €2 =0

gelten. Es ist also /1 = (5. O
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Definitionen

1. Eine Folge {a,} ist nach oben (unten) beschrinkt, falls es eine reelle Zahl
M; (M;) mit der Eigenschaft

a, <My (a, > My) fir allen € IN
gibt.

2. Eine Folge {a,} ist beschrinkt, falls sie nach oben und nach unten be-
schrankt ist.

Bemerkung
Es existieren M1,M> € R mit Es existiert M > 0 mit
M; <a, <M firallenc N < —M<a, <Mfirallen € N

Eine Folge ist also genau dann beschrankt, wenn es M > 0 mit |a,,| < M fiir jedes
n € N gibt.

Lemma

Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis

{a,} konvergiere gegen /. Dann existiert eine natiirliche Zahl N mit der Eigen-

schaft
la, — 0] <1 furalle n > N

=/(—-1<a,<f¢+1 fiuralle n>N

Nun definieren wir
M1 = min{al,. . .,LZN,£ — 1},
M, = max{al,. .o an, L+ 1},
so dass
My <a, <M fur alle n € IN.
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Satz (Rechenregeln fiir konvergente Folgen)

{an},{bn},{cn} seien konvergente Folgen mit ¢, # 0, n € N und nlgn cn # 0. a sei

eine reelle Zahl.

Dann sind {aay, },{a, + b, },{a,b,}, { é} ebenfalls konvergent, und es gilt

lim « a, =« lim a,, (1)
n—oo n—oo
n—o0 n—o0 n—o0

lim a,b,, = lim a, lim b, (3)
n—oo n—oo n—oo

1 1
= Tmoy 4)

n—oo

Beweis

Wir beweisen die dritte Aussage. Definiere

a:= lim a,,
n—o00

b:= lim by.

n—oo

Wir wissen:

Zujedem g7 > 0 existiert N; € IN Zujedem g > 0 existiert N, € IN
mit |a, —a| <& forn > Np mit |b, — b| < &, forn > N,

Wir wollen beweisen:

Zu jedem ¢ > 0 existiert N € IN mit

\anby, —ab| <e furn > N.

Wir konnen

schreiben, so dass
<|(an —a)by| + |a(b, —b)| (Dreiecksungleichung)
= |an — a|[bu| + |a|[by — b].
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3.1 Folgen

Weil {b, } konvergent ist, ist sie beschrénkt. Es existiert also M > 0 mit
\by| <M fur jedesn € N

und daher
|anb, — ab| < Mgy + |aler fiirjedesn > N,

wobei N := max(Ny,Ny) ist.

Nun wahlen wir € > 0 und setzen

g1 = M € 2’ falls |a| # 0,
€ = %, e =1, falls |a| = 0.
Dann gilt:
\anb, — ab| < e fir jedes n > N.
Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise beweisen. O
Beispiel
Zeigen Sie:
. 3m*+7n*4+1 3
lim ===
n—eo 4n3 —8n 463 4
Losung
Es gilt:
3P +7n2+1 3+ i+
4n3 —8n+63 45 4+ 8
3 .
— = fur n — oo,
4
weil 111
_/_2/_3_>0 flir n — oo. ]
n' n?’ n

Folgendes Ergebnis ist oft sehr hilfreich.
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Lemma

{an},{bn},{cn} seien Folgen mit
a, — ¥, ¢, =/ fir n — oo

und
a, < b, <cy, n € IN.

Dann ist {b,, } ebenfalls konvergent und

b, — /¢ fiir n — oo.
Beweis
Wir wissen:
Zu jedem €1 > 0 existiert Ny € Zu jedem e > 0 existiert Ny €
IN, so dass IN, so dass
lay — 4| < &1 firn > Ny lcn — ] < & fiirn > N»
d.h. d.h.

(—e1<ap<l+e firn > Ny C—ery<cp<l+ep fiirn > Np

Wir wollen beweisen:

Zu jedem ¢ > 0 existiert N € IN mit

by — 0| < e fuirn > N

d.h.
{—e<b,</l+ce firn > N
Es gilt
{— & < a, < b, < ¢, < {+ ey fir n > N := max(Ny,Na),
T T
flirn > N fiir n > Np.

Nun wihlen wir ¢ > 0 und setzen e; = ¢, €» = ¢, so dass

{—e<b,</l+c¢ ftirn > N.
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Beispiel
Zeigen Sie:
lim (Vn+1—+/n)=0.
Losung
Bemerke:

Vn+1l—yn=(/n+ —\/E)<\/m+ﬁ>

i1+ /n
1
CVn+1+n
1
< —= weil v+ 1+ /n > /nist
Vn
Aus
Vintl+yn  n
~— ~—
—0 —0
firn — o0 firn — o
folgt
1 0 firn—oeo
Vn+1++/n ’
so dass

Vn+1—+vn—0 fiir n — oo.

Monotone Folgen
Definitionen

1. Eine Folge {a, } heifst monoton steigend (fallend), falls

ap < dyiq (an > an+1)

fiir jedes n € IN.
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3.1 Folgen

2. Eine Folge {a, } heifit streng monoton steigend (fallend), falls

I < p1 (an > ay11)

fiir jedes n € IN.

Satz

1. {a,} sei eine monoton steigende, nach oben beschriankte Folge. Dann ist
{a,} konvergent.

2. {a,} sei eine monoton fallende, nach unten beschriankte Folge. Dann ist
{a,} konvergent.

Beweis

1. Die Menge M = {a,, : n € IN} ist eine nicht leere, nach oben beschrénkte
Teilmenge von R. Dem Vollstandigkeitsaxiom von IR zufolge hat M ein Su-
premum /. Wir zeigen, dass {a, } gegen ¢ konvergiert.

Wir benutzen folgende Eigenschaft vom Supremum s einer nichtleeren, nach
oben beschrankten Menge X: Zu jedem ¢ > 0 existiert x € X mit x > s —e.

Wir wenden diese Eigenschaft von ¢ auf M an: Zu jedem & > 0 existiert

N € IN mit
an > —e.
Daher gilt:
{4+e >/ > an > any > £ —¢ firn >N
) )
¢ =supM {a,} ist

monoton steigend

Wir haben bewiesen:

Zu jedem e > 0 existiert N € IN, so dass

la, — ¢ <e  furn>N.

Die zweite Aussage wird in dhnlicher Weise bewiesen. [l
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Bemerkung

Eine monoton steigende (fallende) Folge ist genau dann konvergent, wenn sie
nach oben (unten) beschréankt ist.

Das folgende Ergebnis wird durch vollstindige Induktion beweisen.

Satz (Rekursionssatz)

Gegeben seien eine reelle Zahl a und Funktionen f,, 1 : R**1 SR, n=012,....
Dann existiert genau eine Folge {x, } e, mit den Eigenschaften
1. xo=a;

2. xpy1= fur1(x0,...,xn),n=0,12,....

Beispiel

Es seien a und xq positive reelle Zahlen. Zeigen Sie, dass die durch das Rekursi-

onsschema
a

1
xn+1:§ (xn—i——>, n=20,12,...

Xn

definierte Folge {x, } ,e konvergent ist, und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Losung

Offenbar ist x;,, > 0 fiir alle n € INy (Beweis durch vollstindige Induktion). Insbe-
sondere ist {x;, } nach unten beschrankt.

Die Berechnung

1 a a
Xn+1l = > <xn+x_) > anx— = /a, n=20,1,2,...,
n n

zeigt, dass xfl >afirn=1,2,.... Aus
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3.1 Folgen

folgt
1 a 1
Xn+1 = E(xn‘i‘x_) < E(x”+x”) = Xpn, i’l:1,2,....
n

Die Folge {x, },en is also monoton fallend.

Da {x, },en monoton fallend und nach unten beschréankt ist, ist sie konvergent.
Thr Grenzwert x ist das Infimum der Menge {x,, : n € N} und erfiillt x > /a. Aus

der Gleichung
1 a
Xn+1 = > (xn + x—>
n

und den Grenzwerten

lim x, = x, lim x,,. 1 =x
n—0o n—oo
folgt
1 a
x:—(x—l——> & x=4va
2 X
und daher x = /a. O
Divergenz

Es ist ebenfalls notwendig, die Aussagen “{a, } konvergiert nicht gegen I” bzw.
“{a,} ist nicht konvergent” richtig zu formulieren.

“{a,} konvergiert gegen ("
bedeutet

“Zujedem e > 0 existiert N € IN, so dass
a, — | <e furalle n>N" (1)

d. h.

Ve>0dINeNVn >N |a, — | <c¢

J/

Die Verneinung dieser Aussage ist

Je>0VNeNIn>Nla, — | >«
d. h.

“Es gibt ¢ > 0, so dass fiir alle N € N

eine nattirliche Zahl n > N mit |a, — (| > ¢
existiert.” (2)
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3.1 Folgen

Die Aussage “{a,} ist konvergent” bedeutet, dass es eine Zahl I mit der Eigen-
schaft (1) gibt. Die Aussage “{a, } ist divergent” ist also die Verneinung

~30 (1)
& YT(1)
& V(2)

Sie bedeutet also, dass (2) fiir alle Zahlen ¢ gilt.

Wir setzen uns nun mit unbeschriankten Folgen auseinander. Da alle konvergen-
ten Folgen beschrankt sind, sind unbeschrankte Folgen divergent.

Definitionen

1. Wir schreiben
“a, — 0o fiir n — o0”,

wenn es zu jedem M > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, so dass

a, > M fur allen > N.

2. Wir schreiben
“a, — —o0 fiir n — o0”,

wenn es zu jedem M < 0 eine natiirliche Zahl N gibt, so dass

a, <M fur allen > N.

Beispiele
Aa" Ab"
161 ° 1 1 1 L.
|,1 |2 |:5 14 i (]
14 °
44 .
9 °
- °
4 -+ °
14 °
f f f —>
2 2 ) 4 °n 16+ .

Die Folge {a,} mit a, = n? erfiillt Die Folge {b,} mit b, = —n? erfiillt
a, — oo flir n — oo. b, — —oo flir n — oo.
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3.1 Folgen

Bemerkung

Dass eine Folge {a, } nicht nach oben (unten) beschrénkt ist, impliziert nicht a,, —
oo (a, — —oo) flir n — oo.

Die Folge {c,, } mit cy;y 11 =1,m=0,1,2,...und co,; = m?, m =1,2,... ist nicht nach
oben beschrankt, erfiillt jedoch nicht ¢, — oo fiir n — co.

]
A"
16—+ L4
91+ °
4+ °
1+ © o © o [
1 1 1 1 1 1 1 1 >
T I | I T T T T n
1. 2 3 4 5 6 7 &

Lemma

1. Die Folge {a, } erfiille |a,| — oo fiir n — oco. Dann gilt 1/a,, — 0 fiir n — oo.

2. Die Folge {b,} erfiille b, # 0, n € N und b, — 0 fiir n — co. Dann gilt
1/|by| — oo fiir n — oco.

Beweis

1. Wir wissen:

Zu jedem M > 0 existiert Ny € IN, so dass

lay| >M  fiirn > Nj.
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3.1 Folgen

Wir wollen beweisen:

Zu jedem ¢ > 0 existiert N € IN, do dass

an

<e€ firn > N.

Wihle £ > 0 und setze M = 1/e. Laut Voraussetzung existiert N; € IN, so

dass .
|ﬂn’>g fir n > Nj.
Daraus folgt:
1 1
—| = < e fiir n > N := Nj.
an |an|

2. Diese Aussage wird in dhnlicher Weise bewiesen.

Beispiele

1. Aus dem zweiten Teil des letzten Lemmas folgt

nk — oo fir n—>o00, k>0,
la|™ — oo fir n — o0, |a|>1,
n! — oo fir n — oo.

2. Aus
n" >n, neN

(Beweis durch vollstindige Induktion) folgt n" — co fiir n — co.

3. Spater untersuchen wir den Logarithmus und zeigen insbesondere, dass

logn — oo fiir n — oo.
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3.1 Folgen

Lemma (GréfSenordnungen)
Es seien a und k reelle Zahlen mit |a| > 1 und k > 0. Es gelten folgende Regeln:

log n

— — 0ftirn — o0 “Potenzen schlagen Logarithmen”
n
nk
— — 0flirn — oo “Exponentiale schlagen Potenzen”
ja]” :
R 0 fiir n — oo “Fakultadten schlagen Exponentiale”
n! . = ”
i 0 fiir n — oo “Superexponentiale schlagen Fakultiten
Beweis

Die ersten zwei Behauptungen werden spéater bewiesen.

Wihle m € IN, so dass m < |a| <m + 1ist. Es sei n > m + 1. Dann gilt

lal" _lal lal el _lal  _lal Jal _lal™ la]
n! 1 2 m m+1 n—-1n — m n’
—— N —
<1 <1
und aus : .
o o la" e lal
n! m! n
~~~ ——
—0 —0
folgt
n
i —0
n!
fiir n — oo.
Dies ist eine Ubungsaufgabe (Blatt 8, Aufgabe 1(e)). L]
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3.1 Folgen

Teilfolgen
Definition

Eine Teilfolge der Folge
ay,a2,a3,04, . .. (Schreibweise: {a,})
ist eine Folge der Form
Ay, Ay Mgy - - s (Schreibweise: {ay, })

wobei
ni,mnp,n3,...

eine streng monoton steigende Folge natiirlicher Zahlen ist.

Beispiel
Die Folge
1,3,57,...
ist Teilfolge der Folge
1,2,3,4,56,7,...
Bemerkung

Eine Teilfolge erbt gewisse Eigenschaften der urspriinglichen Folge, z. B.

{a,} konvergiert gegen ! = {ayn, } konvergiert gegen I
{a,} ist beschrankt = {ay, } ist beschrankt

Eine Teilfolge kann aber “besser” als die urspriingliche Folge sein.

Lemma

Jede Folge {a, } enthilt eine Teilfolge, die entweder monoton steigend oder mo-
noton fallend ist.
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3.1 Folgen

Beweis

Wir nennen die natiirliche Zahl n einen “Aussichtspunkt” der Folge {a,}, falls
ay, < a, fur alle m > n:

an

2 und 4 sind Aussichtspunkte
dieser Folge.

Wir unterscheiden zwei Fille:

{a,} hat unendlich viele Aussichtspunkte
n <ny<ng<...

In diesem Fall ist die Folge {a,, } eine streng monoton fallende Teilfolge von

{an}.
{a, } hat nur endlich viele Aussichtspunkte.

In diesem Fall konstruieren wir eine monoton steigende Teilfolge {a,, } von
{a,} durch die folgende Methode.

Wihle 1y grofier als alle Aussichtspunkte.

Fiir k > 1 wahle ny ¢, so dass ay, L = Ay, ist. (Dies ist moglich, weil nj kein
Aussichtspunkt ist.) g

Korollar (Satz von Bolzano-Weierstraf3)

Jede beschrédnkte Folge hat eine konvergente Teilfolge.
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3.1 Folgen

Beweis

Jede beschréankte Folge hat entweder eine monoton steigende Teilfolge oder eine
monoton fallende Teilfolge. Diese Teilfolge erbt die Beschranktheit der tirsprung-
lichen Folge und ist daher konvergent. O

Cauchy-Folgen

Falls eine Folge {a,} konvergiert, liegt a,, fiir groles n nahe am Grenzwert. Die
Differenz a,, — a,, soll also fiir grofie m,n fast Null sein. In diesem Abschnitt zeigen
wir, dass diese Eigenschaft eine konvergente Folge in der Tat charakterisiert.

Definition

Eine Folge {a, } heiit Cauchy-Folge, falls es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl
N mit der Eigenschaft

Ay — an| <& fur allem,n > N

gibt.

Lemma

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis

{a,} sei eine konvergente Folge mit Grenzwert I.
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3.1 Folgen

Wir wissen:
Zu jedem g1 > 0 existiert also N1 € IN, so dass
lan — 1] < &1 fur n > Nj.
Wir wollen beweisen:
Zujedem ¢ > 0 existiert also N € IN, so dass

lan —am| <& fiir n,m > N.

Es gilt
Ay — Ay | = lay — 1 — (aym —1)|
<lan —I] + |am —1|
< 2¢q ftir m,n > Nj.

Wihle & > 0 und setze £; = §, so dass

lay —ay| <e fiir n,m > N := Nj.

Um die Umkehrung zu beweisen, brauchen wir zwei Hilfslemmata.

Lemma

{an, } sei eine Teilfolge der Cauchy-Folge {a,} mit a,, — I fiir ny — co. Dann
konvergiert {a, } ebenfalls gegen I.

Beweis

Wir wissen:

Zujedem g1 > 0 existiert N € N Zujedem g; > 0 existiert N, € N
mit |a, — ay| < & fir m,n > Ny mit |a,, — | < & fir g > Np

Wir wollen beweisen:

Zu jedem ¢ > 0 existiert N € IN, so dass

la, — 1| <e firn > N.
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Folgen

Es gilt:
|an_l| :|an_ank+ank_1’

<|an — an| + |an, — 1|
<&+ & fir n,n;, > Ny, np > N».
Wihle e > 0 und setze &1 = §,e; = 5, so dass

la, — 1| <e fiir n > N := max(Ny,N).

Lemma

Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

Beweis

{a,} sei eine Cauchy-Folge. Es existiert also N € IN, so dass

lay —am| <1 fiir n,m > N.

Insbesondere gilt
lap —ani1] <1 furn >N

und daher
an+1 — 1 <a, <any1+1 ftirn > N.

Nun definieren wir
M1 = mm{al,. < AN,AN+1 — 1},

MZ = max{al,. . ANAN+1 T 1},

so dass
M <a, <M, ftir n € IN.

Korollar

Jede Cauchy-Folge ist konvergent.
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3.2 Reihen

Beweis

Jede Cauchy-Folge ist beschrankt und enthélt daher wegen des Satzes von Bolzano-
Weierstraf3 eine konvergente Teilfolge. Aber eine Cauchy-Folge mit einer konver-
genter Teilfolge ist selber konvergent. O

3.2 Reihen

In diesem Abschnitt behandeln wir “unendliche Summen” der Form
a1 +a)+az—+...

Wir brauchen zunéchst eine verniinftige Definition solcher Summen.

Definitionen

{a,} sei eine reelle Folge. Die Folge {s, } mit

51 =4d1,
Sp =ai +a,
S3 =ay +ap +as,

ist die zu {a, } gehorende Reihe. Das n-te Glied s, heifit n-te Partialsumme der
Reihe {s; }.

Falls {s, } konvergiert, heifit ihr Grenzwert die Summe der Reihe, und in diesem
Fall schreiben wir

lim s,
n—oo
als
o
Y
n=1
Beispiele

1. Die geometrische Reihe

Gegeben seien reelle Zahlen a,r mit |r| < 1. Daraus bilden wir die Folge
{ar"~1} und die dazugehorende Reihe {s, } mit
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3.2 Reihen

Sp=a+ar+ar:+... +ar"!

1 _un
=a 1 _rr (Beweis durch vollstindige Induktion)
Es gilt
1 _4n
lim s, = lim M
n—o00 n_Zloo 1—7r
=T weil " — 0 fir n — oo,

so dass

o0

B a
Zar” 1:1 .
n=1 -7

Betrachte insbesondere den Fall a = %,r = %:

i 9.107" =1,
n=1

d.h.
9.9 .9 .,
10 100 1000 7 N

Definition der Dezimalzahl 0,9999...

. Die harmonische Reihe

Betrachte die Folge {%} und die dazugehorende Reihe {s, } mit

s—1—|—1+1+ —i—l
n_ 2 3 ) n.
Es gilt:

S
e T T 2 " 2n
NN R
~2n 2n 2
_n
- 2n
_1
2

{sn} ist also keine Cauchy-Folge (|s;, — s,| wird nicht beliebig klein fiir
grofle Werte von m,n) und ist daher nicht konvergent.
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3.2 Reihen

Notation

Es ist tiblich, von der obigen rigorosen Notation abzuweichen und die zur Folge
{a,} gehorende Reihe einfach als

o
Y
n=1
zu schreiben. Man schreibt z. B.

(o]

Die Reihe Y ar"~! mit |r| < 1 ist konvergent.
n=1
(o]

Die Reihe )’ % ist divergent.

n=1
Demnach bedeutet die Notation .
Y an
n=1

zweierlei: erstens die Reihe selbst (d. h. die Partialsummenfolge), zweitens die
Summe der Reihe (d. h. den Grenzwert der Partialsummenfolge).

Bemerkung

{a,} sei eine Folge und {s,} sei die dazugehorende Partialsummenfolge. Es ist
hilfreich, die Aussagen (i) s, — s fiir n — oo; (ii) {s, } ist eine Cauchy-Folge in der
neuen Notation zu formulieren:

(i) ) axist konvergent mit Summe s, falls es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl

k=1
N gibt, so dass

<€ firn > N.

n
I
k=1
———
:Sn_s

(ii) E ay erfiillt das Cauchy-Kriterium, falls es zu jedem & > 0 eine natiirliche

k=1
Zahl N gibt, so dass

m
a, | <e firm >n > N.
k=n+1
=Sm — Sn
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3.2 Reihen

Folgendes Ergebnis kann niitzlich sein, um die Konvergenz einer Reihe auszu-
schliefSen.

Lemma

(0]
Y a, sei eine konvergente Reihe. Dann gilt
n=1

a, — 0 fiir n — oo.

Beweis

Dieses Lemma folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium mitm =n +1. [

Bemerkung

Das obige Lemma liefert eine notwendige, aber keineswegs hinreichende Bedin-
gung fiir die Konvergenz einer Reihe. Die harmonische Reihe

)

n=1

S |-

ist z. B. divergent, obwohl

lim 1 =0.
n—oon

Das néchste Resultat folgt unmittelbar aus den entsprechenden Ergebnissen fiir
Folgen.
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3.2 Reihen

Lemma

o o
Y. au, Y by seien konvergente Reihen und c sei eine reelle Zahl. Dann sind die
n=1 n

=1
Reihen Y (a4, + by) und Y ca, ebenfalls konvergent mit
n=1

3
I
—_

Y. (an+bn): Y. an+ Y by,
n=1 n=1 n=1

(0]
Y ca,=c ) ay.
n=1

Reihen mit nichtnegativen Gliedern

o
In diesem Abschnitt studieren wir Reihen Y a, mita, > 0. In diesem Fall schrei-
n=1
ben wir oft

o o
“ Z a, <o” fur “ Z ay ist konvergent”.
n=1 n=1

Lemma

o
Die Reihe Y a, mit a, > 0 ist genau dann konvergent, wenn die zu {a, } geho-
n=1
rende Partialsummenfolge {s, } nach oben beschrankt ist.

Beweis

Aus
Sk41 =Sk + kg1, Ogy1 = 0 furk=1,23...

folgt
Sk41 = Sk furk=1,23...,

so dass {s, } monoton steigend ist. {s, } ist also genau dann konvergent, wenn sie
nach oben beschrankt ist. O
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Reihen

Satz (Vergleichskriterien)

{a,} und {b,} seien Folgen mit

0<a,<b,, n=123,....
Dann gilt:

1. Falls ) b, konvergiert, so konvergiert auch ) a,.
n=1 n=1

2. Falls ) a, divergiert, so divergiert auch ) b,.

n=1 n=1

Beweis

1. {su} und {t,} seien die zu {a,} bzw. {b,} gehorenden Partialsummenfol-

gen. Bemerke:
Sp < ty, n=1,2,3,...
Es gilt:

(o]
Y. b, konvergiert
n=1

= {t,} istnach oben beschrinkt

Y

{sn} istnach oben beschrankt

= ) ap konvergiert

n=1

2. Diese Aussage ist die Kontraposition der ersten Aussage.

Beispiele

Konvergieren die Reihen

Y D D e
n=1 (%—1) —\/ﬁ+sin2n3 n—1" +
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3.2 Reihen

Losung

Um zu entscheiden, ob eine Reihe konvergiert, miissen wir ihre Glieder a,, nur
fiir grofSe Werte von 1 untersuchen.

Die Reihe

> 1
Y
n=1 (%—1) — /1 +sin’n8

konvergiert. Es gilt:

(%—1) ! fiir hinreichend grofie Werte von n

(Aus
ﬂn —0 firn — oo
()
“Exponentiale schlagen Potenzen”
folgt
v < % fiir hinreichend grofes n. )

()’
10
Es existiert also N € IN, so dass

1 10\"
0 <2 (ﬁ) firn > N,
(%) — /1 + sin?n3

L 2(5)

n=N-+1

und weil

konvergiert, so konvergiert auch

i 1

11\" .2 3
n=N+1 (E) —/n+sin“n

Die Reihe
i n+1
n2 477

n=1
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3.2 Reihen

ist divergent. Es gilt:

n+1l>n fur alle n,
n? + 77 < 2n? fur hinreichend grofies n.

Es existiert also N € IN, so dass

n+1 1

n+1l 1 i
T > o ir n>N
und weil
Z !
n=N-+1 2n

divergiert, so divergiert auch

i n+1
n=N+1 nZ + 77.

(]

Mit Hilfe der Vergleichskriterien konnen wir weitere Kriterien fiir Konvergenz/
Divergenz einer Reihe herleiten.

Satz

o
Y a, sei eine Reihe mit a,, > 0 fiir alle n.
n=1

1. Quotientenkriterium

Es sei

. a
g= lim —41
n—oo (1,

(falls dieser Grenzwert existiert). Dann gilt:

(a) Istg <1, so konvergiert ) ay;

n=1
(b) Ist g > 1, so divergiert ) ay;
n=1

(c) Ist g =1, gibt es keine Aussage.

129



3.2 Reihen

2. Wurzelkriterium

Es sei

r= lim Va,

n—00
(falls dieser Grenzwert existiert). Dann gilt:

o
(a) Istr <1, so konvergiert ) a,;
n=1

(b) Istr > 1, so divergiert ) a,;

n=1
(c) Istr =1, gibt es keine Aussage.

3. Integralkriterium

f:[1,00) = R sei positiv und monoton fallend mit
f(n)=a, n=123,....

n+1

Dann konvergiert Z a, genau dann, wenn lim ["" f(x) dx existiert.

n=1 n—o00

Beweis

1. (a) Wahle gmitg < g <1. Aus

].lm a?’l+1 — q
n—oo [,

folgt die Existenz einer natiirlichen Zahl N mit

fntl <q fiirn > N.
an
Daher gilt
aN_|_1_|_k < akﬂN_A'_l, k - ].,2,3,. .

(Beweis durch vollstindige Induktion), so dass

Z ap = 20N+1+k < AaAN+1 Zq < 0.
n=N+2 k=1

(b) Aus

a,
lim 24 > 1
n—00 an

folgt a,11 > a, fiir hinreichend grofies n. Daher konvergiert a, nicht
gegen 0 fiir n — oo.
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3.2 Reihen

2. Diese Aussage wird in dhnlicher Weise beweisen.

3. Bemerke:

),

Flacheninhalt des
1
fln+1) “unteren Rechtecks”
n+1 o :
Flacheninhalt unter-
d
fn)F-----3-----1 < n flx)dx halb der Kurve
TGEZD S B ' < fn) Flicheninhalt des

n n+1

“oberen Rechtecks”

. n+1 .. s n+1 .
lim Ji " f(x)dx existiert genau dann, wenn ngl [, f(x) konvergiert.

Falls jV_o; | nnH f(x)dx konvergiert, gilt
n=1

§ Ap = :Yo; Ap41
n=2 no:ol
= ¥ fin+1)
< L fdx
n=1

< o0

Falls jV_o; | nnH f(x) dx nicht konvergiert, gilt
n=1

in=f > [ fx)a

und daher ist ) a, ebenfalls divergent. g
n=1

Beispiele

1. 7,k seien reelle Zahlen mit k > 0,7 > 1. Die Reihe
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3.2 Reihen
konvergiert, weil
(n+ 1)"
. pn+1 1 /n+1\*
lim T = lim —
n—00 n n—oo ¥ n
1”_”
1 (n +1 ) k
= — lim
Y n—oo n
_1
oy
<1.
Daraus ldsst sich folgern, dass
nk
— =0 fir n— oo
r?’l
“Exponentiale schlagen Potenzen”.
2. Betrachte die Reihe
S |
Y. < k>o.
n=1 n
Wir berechnen
1 1 1
_ ) , k#1,
/”“ikdx: k—1 k=1 (n+1)k1 a
1 X
log(n+1), k=1,
so dass
n+1 1
n—oo 1 X

existiert genau dann, wenn k > 1 ist. Die obige Reihe konvergiert also genau

dann, wenn k > 1 ist.

Absolute und bedingte Konvergenz

In diesem Abschnitt geben wir die Einschrankung a,, > 0 bei der Reihe )

n=1

a, auf.
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3.2 Reihen

Definition

Die Reihe )} a, heifit absolut konvergent, falls ) |a,| konvergent ist.
n=1 n=1

Lemma

Die Reihe -
Y an
n=1

sei absolut konvergent. Dann ist sie konvergent.

Beweis

Y. |an| ist konvergent und erfiillt daher das Cauchy-Kriterium:
n=1

Zu jedem ¢ > 0 existiert N € IN, so dass

m

Y ]

k=n-+1

<€ firm >n > N.

Aus der Dreiecksungleichung folgt

m m m
Yoo < Y =1 ) |al| <e fiirm >n > N.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Die Reihe ) a, erfiillt also das Cauchy-Kriterium und ist daher konvergent. []
n=1

Beispiele

1. Die Reihe
1 1 1 & (-1t

ist absolut konvergent und daher konvergent, weil

1 1 1 * 1
1+-4+-4+—++... —
+4+9+16+ (;;ﬂ)
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Reihen

konvergent ist.

2. Die Reihe

n=1

1 1 1 > (—1)rtt

ist allerdings nicht absolut konvergent, weil

1 1 1 =1
1+-+-+-+... —
i (E1)
nicht konvergent ist.
Definition
Eine Reihe der Form
Y ()" ey =a1 —mt+az—as+ ..., a, >0
n=1

heifst alternierende Reihe.

Satz (Leibniz-Kriterium)

{a,} sei eine monoton fallende Folge positiver Zahlen mit li_r)n a, =0.
n—o00

Dann konvergiert die alternierende Reihe Y~ (—1)"*!a, und

o
am—a < Y (-1)"a, <ay.
n=1

Beweis

Wir betrachten die Partialsummen

$1,83,55, . . . (211, m=0,1,2,...)

und
$2,8456¢  (san,m=12,...)

getrennt. Es gilt:
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3.2 Reihen

(i) s1>2832>2852> ...  (S2043 = S2p+1 —f2n+2 + A2n+3)
<0
(i) 82 <834 <s6<... (S2n42 = Sou + 2041 — A2042)
———
>0

Die Folgen {s2,,}, {S2n+1} sind beide beschrankt:
$2 < Sop = Sopy1 —donp1 SSonp1 <81 fur n=123,...,

d. h.
S2 <'Sop, Sopi1 < S1, fur n=123,....

{son} und {sz,+1} sind also konvergent. Wir bezeichnen die Grenzwerte mit s
bzw. t, so dass

s <5, t < sq.
Es gilt:
Son+1 — S2n = A2n+1, n=123,...
= lim (s —5s = lima
(t—>oo( 2n+1 Zn)J o 271—1—1
= lim Sop+1 — lim Son =0
11— 00 n—00
=s—t
=s5=t

Aus sy — 5,511 — s fiir k — oo folgt s, — s fiir n — oo.

Die Abschatzung () ist eine Umschreibung von sy <s <'sj. O

Beispiel

Dem Leibniz-Kriterium zufolge konvergiert die Reihe

1_1+1_1+1_1+
2 3 4 5 6 7

Definition

(e )
Eine Reihe ) a,, die konvergent, aber nicht absolut konvergent ist, heifst bedingt
n=1
konvergent.

135



3.2
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Umordnungen

Die Konvergenz der Reihe

folgt aus dem Leibniz-Kriterium. Ihre Summe s erfiillt

<s<1.

N =

Auf der anderen Seite haben wir die Berechnung

-1q_1_ 1,1 1_1,1_1_ 1
=1 2 4+3 6 8+5 10 12+"
—— — —
— 1 _ 1 +l _1 _|_l _l_|_
- 2 4 6 8 10 12 o
—1(q_1,1_
—20 ats3 )
1

= s=0.

Ein Blick auf die rigorose Definition einer Reihe erkldrt den Grund fiir diesen

Paradoxon:
Die Reihe
USROS
3 4 5
ist die Folge
1,
1-3,
1 - % + %/ {Si’l}
1,1 1
T2T3 T W
Die Reihe
1_1_1+1_1_1+
4 3

136



3.2 Reihen

ist die Folge

Warum soll lim s, = lim ¢,?
n—00 n—00

Definition

n=1

{tn}

Y a, sei eine Reihe und f : IN — IN sei eine Bijektion. Die Reihe ) b, mit b, =

n=1

af(y) ist eine Umordnung der Reihe }_ a,.

Satz

(e e]

[ee]

Y. a, sei eine absolut konvergente Reihe und ) by, sei eine Umordnung von

n=1

n=1

jV_o; a,. Dann ist jV_o; b, ebenfalls absolut konvergent und

n=1 n=1
(e ]

o
Y o =
n=1

n

Beweis

Wir wissen:

Zujedem g1 > 0 existiert Ny € IN
mit

n e o] (o]
Yoae =Y a| =] ), | <e
k=1 k=1 k=n+1

ftir n > Nj.

bn/
=1

oo oo
Z |an| = Z |bn .
n=1 n=1

Zujedem g > 0 existiert N, € N
mit

n (o) o0
Yolael = Y lal| =] Y laxl| <e2
=1 =1 kg1

fiir n > Nj.
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3.2 Reihen

Wir wollen beweisen:

Zu jedem € > 0 existiert M € IN Zu jedem ¢ > 0 existiert M € IN

mit mit
m 0 m 00
Zbk—Zak <eg Z|bk|—2|ak| <e
k=1 k=1 k=1 k=1

ftir m > M. ftir m > M.

Wihle n > max(Np,N2) und M gro8 genug, so dass a3, ..., a, in der Liste by, ...,
b1 erscheinen.

Fir m > M ist
m n
Z b, — Z ay = Summe gewisser a;, wobei ay, ..., a, nicht dabei sind,
k=1 k=1

so dass

m n
Y b — ) ap| < Summe gewisser |ai|, wobei |a;, ..., |a,| nicht dabei sind

k=1 k=1

o0
< Y [l

k=n+1

und daher

00 m 00 n m n
Zak—Zbk = Zak—Zak—Zbk—i—Zak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

o0 n m n
Yoak— ) |+ |} bi— ) a
=1 k=1 =1 k=1

IN

_|_

(o] (o]
<Y a|+ ) agl
k=n+1 k=n+1

< €1+ &r.

Wahle € > 0 und setze 1 = ¢/2, o = ¢/2, so dass

[ee] m
Y ax— ) b
k=1 k=1

<e€ firm > M,
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3.2 Reihen

d.h.

(o] (o]
Z:kaIZ:ak
k=1 k=1

Wir ersetzen nun ay, by durch |ay|, |bx| und wiederholen das obige Argument. Das
Ergebnis ist

(0] o
Y bkl =) Jakl,
P =1

so dass ) ;- ; by absolut konvergent ist. O

Satz

Y. a, sei eine bedingt konvergente Reihe und « sei eine beliebige reelle Zahl. Es
n=1

oo (o]
existiert eine Umordnung ) b, von ) a, mit
n=1 n=1
(o]
b, = «.
n=1

Beweis

Es seien { p; } und {n;} die Folgen, die aus den positiven bzw. negativen Gliedern
von {ay } bestehen. Da Y ;7 ; a; konvergent ist, gilt py — 0 und g4 — O fiir k — oo.

Die Reihen ) ;7 ; px und Y ;7 ; 1y sind beide divergent: Wenn beide konvergent
wdren, ware Y 12 ¢ || = Y501 Px — Lreq 1k konvergent; wenn nur eine konvergent
widre, wére ) ;7 ; a; als Summe einer konvergenten und einer divergenten Reihe
divergent. Insbesondere ist die Partialsummenfolge {}}_; px} monoton steigend
und nicht nach oben beschriankt, wihrend die Partialsummenfolge {}_}_; nx } mo-
noton fallend und nicht nach unten beschrankt ist.

Esseia > 0.

Es sei N die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft

Ny
51:= Z:pk:>a.
k=1
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3.2 Reihen

Es sei M die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft

M,
51+ Z ne < «.
k=1

= T1

Fiir j=2,3,... sei N; die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft

Nj
S1+T1+---+S]‘_1+T]‘—1+ Z Pr > «.
k:N]',l-i-l
————
= S]

Firj=2.3,... sei M; die kleinste nattirliche Zahl mit der Eigenschaft

M;
Si+Ti+...+S1+Ti1+S5+ ), qge<a
k=M; 1+1
————
=T
Die Reihe
S1+4T1+Sy+Tr+S3+T3+... (%)

ist eine Umordnung von ) ;2 ; 4, und wir zeigen nun, dass die Summe dieser
Reihe gleich « ist.

Bemerke:
Nj-1
Si+Ti+..+Sa+Ta+ )} m<u
k=N; 1+1
so dass

N;—1
S1+Ti+...+S_1+Ti1+S—a<S5— Pr = PN;
k:N]',l-i-l

und daher
|51—|—T1+...+S]-_1+T}_1+Sj—oc|gpN].—>0 fiir j — oo.
Dieses Argument zeigt ebenfalls, dass
|S1+T1+...+Sj_1+7}_1+5j+7}—04|S—qu—>0 fiir j — oo.

Es gilt also: Die Partialsummen der Reihe (%) steigen auf Sy, fallen dann auf S; +
Ty, steigen dann auf S; + T; + Sy, fallen dann auf S + T; + S + Ty, ..., und
konvergieren gegen «.

Das entsprechende Ergebnis fiir « < 0 wird in dhnlicher Weise bewiesen. g
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3.2 Reihen

Das Cauchy-Produkt

Lemma

Esseien ) (an, Y ;—obn absolut konvergente Reihen. Dann ist die Reihe } ;> ¢y,
wobei

n
Cn = Z axby, _x, n=20,1,2,...
k=0

ist, ebenfalls absolut konvergent und es gilt

Y ecn=Y ay, ) by
n=0

Beweis
Zunichst bemerken wir, dass die Folgen

konvergent (mit Grenzwerten

0 0
Z ak Z bk/
k=0 k=0 k

(o]

lax] Y 1ol )
0 k=0

sind.
Es gilt nun
n n n
Yoak) be— ) =) aib
k=0 k=0 k=0 i,j<n
i,j>n
so dass
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3.2 Reihen

n

n n
Yock— ) ak ) b
k=0 k=0

k=0

< | L aibj
i,j<n
i,j>n

< Y |ail|b]]

i,j<n
i,j>n

< ) laillbil = 3 lailIby|

ij<n ij<t

n n
n n 2 2

=Y el Yo bkl — Y a] Y bl
=0 k=0 =0 k=0

—0

fiir n — oo, denn {}}_ax Y;_,bx} ist eine Cauchy-Folge.

Folglich gilt
n (o] (o] (o] n n n n oo oo
ch— 6112[7](2 ch—ZakZbk-l—ZakZbk—Z bk
k=0 k=0 k=0 15:0 k=0 k=0 B 15:0 k=0 k=0k=0 B
0 0

fiir n — oo, d.h. Y12 ;¢ konvergiert gegen Y 7> s ax ) oo bx-

Dieses Argument zeigt auch, dass ) ;. ,d,, wobei
n
du =Y la||by—il, n=012,...
k=0

ist, gegen ) - o |ak| Ypeo |bx| konvergiert. Es gilt aber
lcn| < dy, n=0,1.2,...,

und dem Vergleichsprinzip zufolge ist ), |cx| konvergent. O
Definition

Es seien ), gau, Y ,—obn absolut konvergente Reihen. Die Reihe Y7 ¢, mit

n
Cpn = Z agb,_i, n=01,2,...
k=0

heist Cauchy-Produkt von Y 7> ya, und Y by.
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3.2 Reihen

Bemerkung

Sind Y 5 0an, Y 50bn nur bedingt konvergent, so ist ihr Cauchy-Produkt nicht
notwendigerweise konvergent.

Die Reihe

= (1)
,g, vn+1

ist laut dem Leibniz-Kriterium konvergent aber nicht absolut konvergent, denn

= | ()"
,;0 vn+1

©
=Y. 7

n=1

Das Cauchy-Produkt dieser Reihe mit sich selbst ist ), c,, wobei

n
1
= (=1)" .
Cy ( ) ]{_Z(J(k+1)1/2(n_k+1)1/2

Es gilt nun
n
1
|Cn| - ];J(k+1)1/2(n—k+1)1/2
n
2
>
- kgl(k-l—l)—l—(n—k-l—l)
_ i 2
k:on—l—Z
_ 2(n+1)
 n+2
> % (n+2<2n+2)
>1

Aus ¢, 4 0 flir n — oo folgt, dass Y, ¢, divergent ist.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

4 Grenzwerte und Stetigkeit

Einfiihrende Beispiele

1. Die Folge {a, } mit

1
n
“konvergiert gegen 1” fiir n — oo:
a
A"
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
4] _________._.__0_
] ] ] ] ] ] | | >
— T T T T >p

Je grofier der Wert von n, desto
niher kommt a, an 1.

Definition

{a,} konvergiert gegen [ fiir n —
co, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine na-
tiirliche Zahl N gibt mit

lap, — 1| <e fur allen > N.
In diesem Fall schreiben wir

].im an — Z.
11— 00

Die Funktion f: (0,00) — R mit

fa) =1+

“konvergiert gegen 1” fiir x — co:

NG

Je groBer der Wert von x, desto
nidher kommt f(x) an 1.

Definition

f(x) konvergiert gegen [ fiir x —
oo, wenn es zu jedem & > 0 eine re-
elle Zahl M > 0 gibt mit

|f(x) =1 <e fiir alle x > M.
In diesem Fall schreiben wir

lim f(x) = 1.

X—00
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

2. Die Funktion f : (—00,0) — R mit f(x) =1+ 1 “konvergiert gegen 1” fiir
X — —O0Q:

()

Je kleiner der Wert von x, desto ndher kommt f(x) an 1.

Definition

f(x) konvergiert gegen [ fiir x — —oo, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine reelle
Zahl M < 0 gibt mit

If(x) =1 <e fiir alle x < M.

In diesem Fall schreiben wir

lim f(x)=1.

X—r—00

3. Betrachte die folgenden fiinf Funktionen:

R £

Y
x
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

() £

Y

f5(x)

Die Funktionen f; und f, “konvergieren gegen [” fiir x — a.
“f(x) konvergiert gegen ! fiir x — a”
bedeutet

“Wir konnen den Abstand zwischen f(x) und I beliebig klein machen,
indem wir x hinreichend nah an 4, aber nicht gleich 2 wéhlen.”

Definition

f(x) konvergiert gegen [ fiir x — a, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine reelle Zahl
0 > 0 gibt mit

If(x)—1] <e fiir alle x mit 0< |x—al <6é.
—— ——
Abstand zwischen Abstand zwischen

x) und ] x und a
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

In diesem Fall schreiben wir

lim f(x) = 1.

X—a

Beispiel

Die Funktion

fiR\{0} =R, f(x)Z\/mSi“G)

konvergiert gegen 0 fiir x — 0.

- A 'F(X) —

Y

Die Funktion vollzieht eine Oszillation im immer kleiner werdenden Intervall

(5, m], die Amplitude der Oszillationen ist aber gedampft.

Wir miissen zeigen:

Zu jedem ¢ > 0 existiert 6 > 0, so dass

If(x)| <e fur alle x mit 0 < |x| < . (1)
Aus .
‘\/]x]sm(;)‘ </ x|
folgt
0< x| <& = |f(x)| <e

Zujedem e > 0 ist also (1) erfiillt mit § = 2.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Bemerkung

limf(x)=1 <  f(x,)— I fiir alle Folgen

X—a
{xy} mitx, Zaund x, —a

Beispiel

Die Funktion
FiR\} SR, fx)=sin (1)

hat keinen Grenzwert bei x = 0.

> %

Die Funktion vollzieht eine Oszillation mit Amplitude 2 im immer kleiner wer-

denen Intervall [y, m]

Setze x;,, = WM/Z’ so dass f(x,) = —1. Dann gilt x, = 0 und f(x,) — —1
fur n — oo.

Setze x,, = m, so dass f(x,) = 1. Dann gilt x, — 0 und f(x,) — 1 fur
n — oQ.

Wegen des Kriteriums in der letzten Bemerkung existiert also lim,_,o f(x) nicht.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Lemma
Aus
lim f(x) =1, limg(x) =m
folgt
im (f(x) + g(x)) =1 +m,
lim f(x)g(x) = Im,
und . .
lim—— = —
xag(x) m
falls m # 0.

Diese Ergebnisse bleiben richtig, wenn wir “a” durch “co” oder “—oo” ersetzen.

Beweis

Diese Ergebnisse werden analog zu den entsprechenden Ergebnissen fiir Folgen
bewiesen. O

Einseitige Grenzwerte

()

Ol - - - - — Hier gilt:
f(x) = 41 furx T a
f(x) = b furx la

Y
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Definitionen

1. f(x) konvergiert linksseitig gegen [; fiir x — a, wenn es zu jedem ¢ > 0
eine reelle Zahl § > 0 gibt mit

f(x)—hL|<e furallexmit0 < |[x —a| <46, x <a

In diesem Fall schreiben wir

lim f(x) =1 oder lim f(x) =1.

xTa x—a-

2. f(x) konvergiert rechtsseitig gegen I, fiir x — a, wenn es zu jedem ¢ > 0
eine reelle Zahl § > 0 gibt mit
|f(x) — L] <e fur allex mit0 < |x —a| <4, x >a.

In diesem Fall schreiben wir

limf(x) =1,  oder lim f(x)=1I.

xla x—at

Lemma

Der Grenzwert lim,_,, f(x) existiert genau dann, wenn die beiden einseitigen
Grenzwerte lim,, f(x), lim, |, f(x) existieren und gleich sind. In diesem Fall gilt

lim £(x) = lim f(x) = lim f(x),

X—a

Stetigkeit
Definition

Eine reellwertige Funktion f ist stetig in dem Punkt 4, falls

lim f(x) = £(a).

X—a
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Beispiele

10 )

Y
x

()

m_____________

Y

Damit eine Funktion f in einem Punkt a stetig ist, miissen drei Bedingungen
erfiillt sein:

(i) f(a) muss existieren (gilt fir f1,f2);

(ii) 31611)1}1 f(x) muss existieren (gilt fir f1,f2);
(iii) }Cgr}zf(x) = f(a) (gilt nur fur f7).

2. Die Funktion f : R — R mit

F(x) = /[x[sin (l) X #0,
f(0)=0

ist stetig im Nullpunkt, weil
lim f(x) = 0.

x—0
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

3. Die Funktion f : R — R mit

f(x) :sin<%>, x #0,
£(0) =0

ist nicht stetig im Nullpunkt, weil lin}) f(x) nicht existiert.
x—
Definitionen

1. Eine reellwertige Funktion f ist linksseitig (rechtsseitig) stetig im Punkt 4,
falls

iim (1) =f(a) (limf(x) = 1(0) ).

xTa

xla

Diese Funktion ist rechtsseitig,
aber nicht linksseitig stetig im
Punkt a.

Y

2. Eine reellwertige Funktion f ist stetig im offenen Intervall (a,b), falls f stetig
in jedem Punkt x € (a,b) ist.

3. Eine reellwertige Funktion f ist stetig im geschlossenen Intervall [4,b], falls
(i) f ist stetig in jedem Punkt x € (a,b);
(ii) f ist linksseitig stetig im Punkt b;

(iii) f ist rechtsseitig stetig im Punkt a.

Bemerkung

Definitionsgemaf bedeutet “lim f(x) = f(a)":

X—a
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Zu jedem & > 0 existiert § > 0, so dass

f(x)— f(a)] <e fur alle x mit 0 < |x —a| < ¢.

Es ist aber sicher der Fall, dass |f(x) — f(a)| < € fiir x = a ist. Daher konnen wir
“0 < |x —a| <" durch “|x —a| < §” ersetzen.

Ebenfalls gilt:
chgx}lf(x) =f(a) <  f(xn)— f(a) fur alle
Folgen {x,} mitx, —a
Die Klausel x;, # a entféllt
Lemma

1. f und g seien stetig im Punkt 4. Dann sind f + ¢ und f.g¢ auch im Punkt a
stetig. Ist ¢(a) # 0, so ist auch % im Punkt a stetig.

2. g seistetigim Punkta und f sei stetig im Punkt g(a). Dann ist f o g ebenfalls

stetig im Punkt a.

Beispiele

1. Die Funktionen fi,f> : R — R mit

wobei c eine beliebige Konstante ist, sind stetig auf IR.
Um dies zu beweisen, miissen wir zeigen:

Zu jedem ¢ > 0 existieren 61,0, > 0, so dass

|f1(x) — fi(a)| <e fur alle x mit |x — a| < 4y,
=0

|f2(x) — fa(a)| <e fur alle x mit |x — a| < J;

= |x —a|

Wir wahlen also 61 =1, 6, = «.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

2. Die Funktion f : R — R mit f(x) = x",n € IN ist stetig (Beweis durch voll-
standige Induktion).

3. Das Polynom
apx" +a, 13" 4+ agx + ag,

wobei ay, ...,a, € R, n € IN Konstante sind, ist ebenfalls stetig auf IR.

4. Eine rationale Funktion

wobei p und g Polynome sind, ist stetig auf {x € R: g(x) # 0}.

Satz (Zwischenwertsatz)

f:]a,b] — R sei stetig mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann hat f eine Nullstelle im
offenen Intervall (a,b).

Beweis

Die Beweismethode heifst Intervallschachtelung.

Definiere xy =a,y1 =0b, {1 = %(xl + 11). Es gibt drei Falle:

(i) f(G1) =0 (i) f(¢1) <0 (iii) (1) >0
Damit ist das Definiere x; = {1, Definiere xp, = x1,
Ergebnis bewiesen Y2 = Y1, so dass Y2 = C1, so dass

f(x2) <0, f(y2) >0 f(x2) <0, f(y2) >0

Nun wiederholen wir den letzten
Schritt mit &, = %(xz + y2), usw.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Es gilt: Entweder

(@) f(¢n) = 0im nten Schritt dieses Verfahrens
oder

(b) Wir erhalten zwei Folgen {x,},{y,} mit

ea=x<x<x3<---<b

{x,} ist monoton steigend und nach oben beschrinkt; sie konvergiert gegen
x € [a,b].

f(xn) = f(x) fur n — oo, denn f ist stetig auf [a,b]. Aus f(x,) <0 fir alle n
folgt f(x) <O.
eb=y1>yp>ys>...>a

{yn} ist monoton fallend und nach unten beschrinkt; sie konvergiert gegen

y € [a,b].

f(yn) = f(y) fiir n — oo, denn f ist stetig auf [a,b]. Aus f(y,) > 0 fiir alle n
folgt f(y) > 0.

Aus
yi—x1=b—aq,

]/n+1 — Xp41 = %(yn - xl’l)/ n= 1/2/3/"'
folgt

Yn = Xn = oy (b—a) (Beweis durch vollstindige Induktion)

—Y—X —0

=y=x

Aus f(x) >0, f(x) <0folgt f(x) =0und x #a, x #b,denn f(a) <0,f(b) > 0.0

Korollar

I sei ein Intervall und f : I — R sei stetig. Es seien x; und x, Zahlen in I mit

x1 < Xp. Dann nimmt f im offenen Intervall (xq,x;) alle Werte zwischen f(x1)
und f(xp) an.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Beweis

Falls f(x1) = f(xy) ist, ist die Aussage trivial.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir f(x1) < f(x2) annehmen.
(Ansonsten betrachten wir —f statt f.) Wahle ¢ mit f(x1) < ¢ < f(x2) und de-
finiere g : [x1,x2] — R durch die Formel g(x) = f(x) — c. Dann ist g auf [x1,x7]

stetig mit g(x1) = f(x1) —c < 0und g(x2) = f(x2) — ¢ > 0. Dem Zwischenwert-
satz zufolge hat g eine Nullstelle x* € (x1,x7), so dass f(x*) = c ist. O

Beispiel

Jedes Polynom ungeraden Grades hat eine Nullstelle.

Beweis

Betrachte das Polynom
p(x) = apx" 4+ a,_1x" "+ ..+ agx +a,

wobei ay,...,a, Konstante sind und 7 eine ungerade natiirliche Zahl ist. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir a,, > 0 annehmen.

Es gilt:
p(x) — oo fiir x — oo; daher existiert M > 0 mit p(x) > 0 fiir x > M.
p(x) — —oo fiir x — —o0; daher existiert m < 0 mit p(x) < 0 fiir x < m.

p ist stetig auf [m,M| mit p(m) < 0,p(M) > 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt
die Existenz einer reellen Zahl ¢ € (m,M) mit p(¢) = 0. O

Umkehrfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir injektive Funktion f : I — IR, wobei I ein
Intervall ist. Eine solche Funktion definiert eine Bijektion f : I — R(f) und daher
eine Umkehrfunktion f~1: R(f) — I.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Bemerkung

Streng monoton steigende und streng monoton fallende Funktionen f : I — R
sind injektiv:

f(x) f(x)
\ \

-

Die Konverse gilt aber nicht:

Fx)

Diese Funktion ist injektiv aber
weder streng monoton steigend

/ noch streng monoton fallend auf I.

Satz

f: 1 — R sei stetig und injektiv. Dann ist f entweder streng monoton steigend
oder streng monoton fallend.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Beweis

Zunichst zeigen wir, dass f streng monoton steigend oder streng monoton fal-
lend auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [4,b] von I ist.

Da f injektiv ist, ist entweder f(a) < f(b) oder f(a) > f(b). Nehmen wir an, dass

f(a) < f(b) ist.

(i) Es gilt f(a) < f(x) fur alle x € [a,b]:

Existiere ¢ € (a,b) mit f(c) < f(a) < f(b), so gabe es dem Korollar zum Zwischen-
wertsatz zufolge d € (c,b) mit f(d) = f(a), was der Injektivitit von f widerspre-
chen wiirde.

(ii) f ist streng monoton steigend auf [a,b]:

Wire f nicht streng monoton steigend auf [a,b], so gébe es x1, xp € [4,b] mit

x1 < Xp
und
f(x2) < f(x1)
= f(x2) < f(x1) (f ist injektiv)
= f(a) < f(x2) < f(x1) (f(a) < f(x) fur alle x € [a,b])
= f(a) < f(x2) < f(x1) (f ist injektiv)

Es miisste x1 > a sein, denn x; = a fithrte zum Widerspruch f(a) < f(x2) < f(a).
Dem Korollar zum Zwischenwertsatz zufolge gabe es d € (a,x1) mit f(d) = f(x2),
was der Injektivitdt von f widersprechen wiirde.

Falls f(a) > f(b) ist, folgt aus demselben Argument, dass f streng monoton fal-
lend auf [a,b] ist.

Nun schliefien wir aus, dass f streng monoton steigend auf einem Teilintervall
Iy = [a1,b1] und streng monoton fallend auf einem anderen Teilintervall I, =
[a2,b,] ist. In diesem Fall konnten wir ein abgeschlossenes Intervall I3 von I wih-
len, das sowohl I; als auch I, als Teilmengen enthilt. f wire aber dann entweder
streng monoton steigend auf I3 (und daher auf I; und I) oder streng monoton
fallend auf I3 (und daher auf I; und I).

Nun folgt direkt, dass f streng monoton fallend oder streng monoton steigend
auf [ ist. Es gilt: Entweder

158



4 Grenzwerte und Stetigkeit

f ist streng monoton steigend auf allen abgeschlossenen Intervallen [x1,x;] €
I,sodass x1 < xp = f(x1) < f(xp) fur alle x1, xp € I

oder

f ist streng monoton steigend auf allen abgeschlossenen Intervallen [x1,x;] €
I,sodass x1 < xp = f(x1) > f(xp) furalle x1, xp € I d

Lemma

Es sei I ein offenes Intervall und f : I — IR sei stetig und streng monoton steigend
(fallend). Dann ist f~': ] = R, ] = R(f) ebenfalls stetig und streng monoton
steigend (fallend).

Beweis

Wir behandeln den Fall, dass f streng monoton steigend ist. Der andere Fall wird
in dhnlicher Weise behandelt.

Aus
x1>xp = f(x1)> f(x2) (f ist monoton steigend)

folgt

flx) <flx2) = m<x,
denn die zweite Aussage ist die Kontraposition der ersten. Dieses Ergebnis mit
X1 = f_l(l/l)/ Xy = f_l(yz) impliziert

i<y = ') <f'(v2),

so dass f~! streng monoton steigend ist.

Wahle yg € ] so, dass yg nicht Endpunkt des Intervalls | ist. Wir zeigen nun, dass
f~1im Punkt y stetig ist, d.h.

Zu jedem ¢ > 0 existiert 6 > 0, so dass
y—wl<d = [f' ) —fw)l<e
Mit x = f~1(y), xo = f~!(yo) ist diese Aussage dquivalent zu

Zu jedem e > 0 existiert 6 > 0, so dass

f(x) = f(x)| < = |x—x<e (%)
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Ohne Beschrdankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass ¢ klein genug
ist, so dass (xg — &,x¢ + ¢) Teilmenge von I ist.

Da f streng monoton steigend ist, gilt

fxo—e) < f(xo) < f(xo+e).

Es existiert also & > 0, so dass

flxo—¢) < f(x0) =8 < flxo) +6 < f(x0+e),

d.h
xo—¢ < f(f(x0)=8) < fNf(x0) +0) < xo+e.
Damit gilt
f_l(f(xo)—d)<x<f_1(f(x0)+5) = xg—e<x<x)t+¢g
d.h.

f(xo) =6 < f(x) < f(x0)+6 = xp—e<x<x9+¢
und dies ist genau Aussage (*).
Dasselbe Argument zeigt, dass f in den Endpunkten von ] (falls vorhanden) ste-

tig ist. Wir brauchen lediglich alle zweiseitigen Ungleichungen und Grenzwerte
durch einseitige Ungleichungen und Grenzwerte zu ersetzen. g

Beschranktheit

Es seien A eine nichtleere Menge und f : A — R eine Funktion mit Bildmenge

R(f) = {f(a) :a € A}

Eine nichtleere M;;ge reeller Zahlen

R(f) konnte nach oben beschrinkt sein (d. h. sie konnte eine obere Schranke
haben). In diesem Fall hat sie ein Supremum und, falls das Supremum Ele-
ment in R(f) ist, auch ein Maximum.

Ublicherweise sprechen wir von einer oberen Schranke fiir f (statt fiir R (f))
und bezeichnen das Supremum und ggf. das Maximum von R (f) als Supre-
mum bzw. Maximum von f auf A. Wir benutzen die Schreibweise

sup f(x),  maxf(x)

x€A xeA

und sagen: “f ist nach oben beschrankt”.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

R(f) konnte nach unten beschriankt sein, so dass sie ein Infimum und ggf.
ein Minimum hat. Ublicherweise sprechen wir von einer unteren Schranke,
dem Infimum und Minimum von f auf A und benutzen die Schreibweise

inf f(x), min f(x).

xeA xeA

Wir sagen: “f ist nach unten beschrankt”.

Beispiele

F1(x)

Die Funktion f; : R — R, fi(x) = e* ist
nach unten, aber nicht nach oben be-
schrankt.

] inf f1(x) =0

"""""""""""""""" min f3 (x) existiert nicht
x€R

untere
Schranken

Die Funktion f, : [0,1] = R, fo(x) = e ist
nach oben und nach unten beschrankt.

inf }fz(x) = min}fz(x) =1

xe(0,1 x€[0,1
1 % sup fo(x) = max fo(x) =e
"""" 7"""""""""" x€[0,1] x€[0/1]
/
untere obere
Schranken Schranken
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Satz

f :[a,b] = R sei stetig. Dann gilt:

(i) f istnach unten und nach oben beschrankt ( sup f(x), inf | f(x) existieren);

x€Ela,b] x€Ela,b
(ii) Ihr Supremum wund ihr Infimum wird angenommen (m[aé} f(x),
x€la,
min_f(x) existieren).
x€[a,b]
Beweis

(i) Nehmen wir an, f ist nicht nach oben beschrankt.

Zu jedem n € N existiert also x, € [a,b], so dass f(x,) > n ist. Die Folge
{f(xn)} ist also nicht beschrankt und dasselbe gilt fiir jede Teilfolge { f(x,, )}

von {f(x,)}, denn f(xy,, ) > ny.

Aus x, € [a,b] fiir jedes n folgt, dass {x,} beschrankt ist. Sie hat daher ei-

ne konvergente Teilfolge {x,, }. Da f stetig ist, konvergiert { f(x,,)} und ist
daher beschrankt.

Damit haben wir einen Widerspruch.

(ii) R(f) ist eine nichtleere, nach oben beschriankte Menge reeller Zahlen. Es exis-
tiert also eine maximierende Folge {y, } mity, € R(f) und y,, — sup R(f) fiir
n — oo. Offensichtlich ist y, = f(x,) fiir irgendein x, € [a,b], so dass

flxn) = sup f(x)

x€la,b]

fiir n — co. Da {f(x,)} gegen sup f(x) konvergiert, konvergiert auch jede
x€(a,b]

Teilfolge {f(xn, )} von {f(x,)} gegen sup f(x).

x€[a,b]

Aus x, € [a,b] fur jedes n folgt, dass {x,} beschrankt ist. Sie hat daher eine
konvergente Teilfolge {x,, }. X € [a,b] sei ihr Grenzwert. Da f stetig ist, gilt

lim f(xy,) = f(%).

Nj—> 00
—_———

= sup f(x)

x€[a,b]
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

Das Supremum von f auf [a,b] wird also im Punkt £ € [a,b] angenommen.

Die Aussagen tibers Infimum und Minimum werden in dhnlicher Weise be-
wiesen. ]

Bemerkung

Man kann nicht auf die Voraussetzung verzichten, dass f stetig auf einem endli-
chen, abgeschlossenen Intervall ist:

.F
A 2(x)
Die Funktion f : (0,1) — R mit
1
Alx) = X
ist stetig, aber nicht beschrankt.
1%
fo(x)
Die Funktion f; : [—1,1] — R mit
[d | fZ(x) = %/ X ?é O/
_4L J/I X
f2(0) =0

ist nicht stetig und nicht beschrankt.
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

f5(x
A 5(x)
Die Funktion f3: [0,00) — R mit
/l
falx) =e™*
ist stetig und beschrankt, hat aber
kein Minimum.
:X
Korollar

f :[a,b] — R sei eine nichtkonstante stetige Funktion. Ihre Bildmenge ist ebenfalls
ein endliches, abgeschlossenes Intervall.

Beweis

Es existieren x,, xp mit f(x,,) = m, f(xp) = M, wobei

m= min f(x), M = max f(x).
x€la,b] x€(a,b]

Aus dem Korollar zum Zwischensatz folgt, dass f alle Werte zwischen m und M

annimmt, so dass
f(lab]) = [m,M]. O

Bemerkung

I sei ein beliebiges Intervall und f : I — R sei eine nichtkonstante stetige Funkti-
on. Die obige Beweismethode zeigt, dass f(I) gleich (i,s), [m,s), (i,M) oder [m,M]
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4 Grenzwerte und Stetigkeit

ist, wobei

i= ing f(x) (—oo, falls f nicht nach unten beschrankt ist),
xXe

s= ing f(x) (00, falls f nicht nach oben beschrankt ist),
xe

m = min f(x),

M = max f(x).
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5 Differentialrechnung

5 Differentialrechnung

Einfiihrung: Tangente

Informell formuliert ist die Tangente an einen Graphen in einem Punkt P die
eindeutige Gerade, die den Graphen an diesem Punkt “beriihrt”.

£

Der Graph von f1(x) = x® hat eine

> Tangente in jedem Punkt.
f
\ 2(x)
APt - Der Graph von f(x) = |x| hat keine
S >y Tangente im Nullpunkt.

Wir konnen den Begriff “Tangente” rigoros einfithren, indem wir mit Sekan-
ten anfangen. Eine Sekante ist eine Gerade, die einen Graphen in zwei Punkten

schneidet.
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5 Differentialrechnung

Af(x)

Die Steigung dieser Sekanten ist

f(a+h)-f(a) fla+ h})l —fa)

V<____________

Im Limes h — 0 wird aus der Sekanten die Tangente an den Graphen von f im
Punkt (a,f(a)). Die Steigung dieser Tangenten ist

i flath) = fla)

h—0 h

Definitionen

1. Eine reellwertige Funktion f heifit differenzierbar im Punkt g, falls der

Grenzwert "

St h) ~ fa)

h—0 h
existiert. In diesem Fall heifst der obige Grenzwert Ableitung von f im
Punkt 2 und wird geschrieben als f’(a).

2. f sei differenzierbar im Punkt 4. Die Tangente an den Graphen von f im
Punkt a ist die Gerade mit Steigung f’(a), die durch (a,f(a)) lauft.

Beispiele

1. f1:R— R, fi(x) = 2% ist in jedem Punkt differenzierbar, denn

filat+h)—fi(a) _ (a+h)?°—a°

h h

_ 3a2h + 3ah® + h°
o h

= 3a? + 3ah + h?

— 342 fiir h — 0.
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5 Differentialrechnung

Daher ist f{(a) = 3a°.

. f2:R—=R, fa(x) = |x| ist im Nullpunkt nicht differenzierbar, denn

limf2(0+h) —f(0) =limm =1,
h10 h hio h
lim 201 = £O) _ ~1,
110 h o h

so dass

nicht existiert. Allerdings ist diese Funktion sowohl linksseitig differen-
zierbar als auch rechtsseitig differenzierbar im Nullpunkt.

. f3:[0,00) = R, f3(x) = y/x ist im Nullpunkt nicht rechtsseitig differenzier-
bar, denn

f3(0+h) — f3(0)  Vh

h h
_
Vh
— 00 far h | 0.
f
A 5(x)
%
Der Graph von f3 hat eine

“senkrechte Tangente” hier
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5 Differentialrechnung

4. f1: R — R, fy(x) = mx + ¢, wobei m,c Konstante sind, ist in jedem Punkt
differenzierbar. Es gilt:

foon o m(x+h)4+c—mx—c
f4(.X)—}111£>1'(1] h

= limm
h—0

=m

Der Graph von f, ist eine Gerade, und die Tangente an den Graphen im
Punkt (x,fs(x)) ist diese Gerade selbst.

5. Wir werden spéter beweisen, dass fs, fs, f7 : R — R mit

f5(x) =sinx, fe(x) =cosx, fr(x)=e*

in jedem Punkt differenzierbar sind und

fi(x) =cosx, fi(x)=—sinx, fr(x)=c¢e".

Lemma

f sei differenzierbar im Punkt 4. Dann ist f auch stetig im Punkt a.

Beweis
Es gilt:

lim f(a+h) — f(a) =lim|[f(a+h) — f(a)]

h—0 h—0
o [flath —f@),
h—0 h
:limf(a+h) —f(@) lim h
h—0 h h—0
PR ,
—fla) =0
=0.
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Definition

Eine reellwertige Funktion f : I — R heifst differenzierbar auf | C I, wenn sie in
jedem Punkt x( € | differenzierbar ist. Die durch

xo = f'(x0)

definierte Funktion f’: ] — R heilt Ableitungsfunktion oder Ableitung von f.

Bemerkungen

1. Oft schreibt man f’(x) als

df

Ir (x).

Dies ist die Leibniz-Schreibweise fiir die Ableitung.

2. Da f’: ] — R ebenfalls eine Funktion ist, kann man sie auf Differenzierbar-
keit untersuchen. Thre Ableitung (')’ : K — R, K C ] heifit zweite Ablei-
tung von f und wird auch geschrieben als

A2

£, oder ol

Wenn wir dieses Verfahren induktiv fortsetzen, konnen wir die nte Ablei-
tung von f definieren. Sie wird geschrieben als

arf
(n)
fY) oder T

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen
Satz

f,g seien im Punkt a differenzierbar. Dann sind f + g,f¢ im Punkt a4 differenzier-

bar mi
L (g @) =) +¢'(a),
(fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). (Produktregel)
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5 Differentialrechnung

Falls g(a) # 0 ist, ist % im Punkt a ebenfalls differenzierbar mit

(5) @ =G

Beweis
Es gilt:

flath)gla+h)— f(a)g(a)

(fg)'(a) = lim

h—0 h
_ i St 1) — fla)lg(a+h) +[g(a+h) —g(a)]f(a)
h—0 h
= %5% fla+ th - f(ﬂ)J %}Lf(‘)g(“ n h)/JFf(ﬂ) ilZig(l)g(a + h;l — g(a)/
= f'(a) =g(@) =g¢'(a)
weil g stetig

im Punkt a ist
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise bewiesen. l
Korollar (Quotientenregel)

f,g seien differenzierbar im Punkt a2 und g(a) # 0. Dann ist f/g ebenfalls im
Punkt a differenzierbar mit

(f)' (a) = £(2)8(a) — fla)g'(a)

g (8(a))?

Beispiel

Zeigen Sie, dass die Funktion f, : R — R mit f,(x) = x", n € N differenzierbar
auf R mit f},(x) = nx" 1 ist.
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5 Differentialrechnung

Losung

Dies zeigen wir durch vollstindige Induktion.

Induktionsanfang: Wir haben schon gezeigt, dass f](x) existiert und f{(x) =1
ist.

Induktionsschluss: Wir miissen zeigen, dass die Induktionsvoraussetzung
fl(x) existiert, f{(x) = kx""1
die Induktionsbehauptung

froq (x) existiert,  fi q(x) = (k+ 1)xk

impliziert.

Da
frr1(x) = fr(x) X X

T T

differenzierbar differenzierbar

ist, ist fx1 ebenfalls differenzierbar mit
frrn(¥) = frx)x + fie(x).1
= Jxk1x 4+ xk

= (k+1)xk.

Bemerkung

Eine reellwertige Funktion f ist im Punkt a genau dann differenzierbar, wenn es
eine reelle Zahl a und eine reellwertige Funktion r gibt mit

fla+h)— f(a) =ah+ hr(h)
und
r(h) -0  furh —0.
In diesem Fall ist f'(a) = . (Diese ist ndmlich genau die Aussage

flath) —fla)
h

—a—0  furh—0.)
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5 Differentialrechnung

Lemma (Kettenregel)

f sei im Punkt a differenzierbar und g sei im Punkt f(a) differenzierbar. Dann ist
g o f im Punkt a differenzierbar mit

(80 f)'(a) =g'(f(a))f'(a).

Beweis

Setze b = f(a). Wir wissen:
fla+hy)— f(a) = f'(a)hy + hyri(hy) mit rq (hy) — O fiir hy — 0 (1)
g(b+hy) — g(b) = ¢ (b)ha + hora(ha) mit rp(hy) — 0 fiir iy — 0 (2)
Wir wollen beweisen:

¢(fla+h))—g(b)=g¢"(b)f (a)h + hr(h) mit 7(h) — 0 fiir h — 0

Es gilt nun
e(fla+h))=g(f(a)+k) mit k = f'(a)h + hry(h) (wegen (1) mit by = h)
=g(b+k)
=g¢(b) + ¢ (b)k + kra(k) (wegen (2) mit hp = k)
—g(b) + /() @)+ h(g (B)ry (1) + (F'(a) + i (W)ra (k)

-~

:=r(h)

und aus k — 0 und folglich r,(k) — 0 fiir h — 0 sowie r1(h) — 0 fur h — 0 folgt

r(h) — 0 fiar h — 0. O
Beispiel
d sinx\3 __ sinx\2 d sinx
() = 32 ()
. . d
_ sinx\2 ,sinx ~ /_:
=3(e | )“e rr (sinx)
— 3(esmx)2 eSINX g v,
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Lemma

Es sei f : [ — ] eine stetige, bijektive Funktion mit stetiger Umkehrfunktion f~!:
J — I, wobei I, | offene Intervalle sind. Ferner sei f differenzierbar im Punkt a.

f~1ist differenzierbar im Punkt b = f(a) genau dann, wenn f’(a) # 0 ist. In die-
sem Fall gilt

Beweis

Es sei f/(a) #0.

Esseien h #0und k= f~1(b+h) — f~1(b). Da f! stetig ist, gilt k — 0 fiir
h — 0. Somit gilt

limf_l(b—l-h)—f_l(b) L k 1
ay h o0 fla+k)— fla)  fl(a)
d.h. f —1 s differenzierbar im Punkt b mit
—1\/ . 1
)= 55

Nun sei f~! differenzierbar im Punkt b. Wir nehmen an, dass f’(a) # 0. Aus
der Kettenregel folgt

(Fo f7'(b) = f(fT ) (0) = f(a)(f ) (b) =0.

Auf der anderen Seite ist

(fof )y =y furalleye],
so dass
(fof™)(b) =1.
Dies ist ein Widerspruch. O

Extrema

Definitionen

Die Funktion f : I — R hat

174
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(i) ein globales Maximum im Punkt x € [, falls f(x) < f(xq) fiir x € I.
(i) ein globales Minimum im Punkt xq € I, falls f(x) > f(xo) fir x € I.

(iii) ein lokales Maximum im Punkt xy € I, wenn es ein § > 0 gibt, so dass

f(x) < f(xo) furx e InN(xg—6,x0+9).

(iv) ein lokales Minimum im Punkt xp € I, wenn es ein § > 0 gibt, so dass

f(x) > f(xo) furx e IN(xg—96,x0+9).

(v) einen kritischen Punkt in x; € I, falls f’(xo) existiert und

f’(xo) =0.

Ein lokales (globales) Extremum ist ein lokales (globales) Maximum oder Mini-
mum.

Beispiel

A f(x)
lokales und
globales Maximum

/ lokales Maximum

kritischer Punkt
/ >
/ X

lokales Minimum,

/ kritischer Punkt

.. lokales Minimum,
lokale Minima, .
. lokales Maximum
lokale Maxima,

kritische Punkte
lokales und

globales Minimum,
kritischer Punkt
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Lemma

Die Funktion f : I — R sei differenzierbar im Punkt xy € I und habe ein lokales
Extremum in diesem Punkt. Dann gilt

f’(xo) =0.

Beweis

Wir behandeln den Fall, dass f ein lokales Maximum im Punkt xy € I hat.

Es existiert 6 > 0, so dass

Flxo+h) < flxo)  fur |h| < 0.

Daher gilt:
flxo+h)— f(xo) <0  fur || <9
Lot = fe) g flroth) = fx0) 5
furO<h<$d fur —0<h<0
ihmf(onrh)—f(xo) <0 lim /(0 +1) — f(xo) >0
0 h nt 0 h
Weil

f/(xo) — lim f(xo +h) _f(xo)

h—0 h

existiert, existieren die beiden einseitigen Grenzwerte und alle drei Grenzwerte
sind geich. Sie sind also alle gleich 0.

Der andere Fall wird in dhnlicher Weise behandelt. [l

Bemerkungen

Xo ist kritischer #  xq ist ein lokales
Punkt von f Extremum von f.

2. Um die lokalen Extrema einer Funktion f : [a,b] — R zu orten, miissen wir
betrachten:
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die kritischen Punkte von f in (a,b);
die Endpunkte a,b;
Punkte in (a,b), in denen f nicht differenzierbar ist.

3. Betrachte eine Funktion f : [2,b] — R. Die Beweistechnik des letzten Lem-

mas zeigt:
— aistein
lokales Minimum = f'(a) >0
von f T
rechtsseitige Ableitungen
— aist ein 4
lokales Maximum = f'(a) <0
von f
—Dbistein
lokales Minimum = f'(b) <0
von f 1
linksseitige Ableitungen
— b ist ein +
lokales Maximum = f'(b) >0
von f

Satz (Satz von Rolle)

f :]ab] = R sei stetig und im offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Es gelte
f(a) = f(b). Dann existiert ¢ € (a,b) mit

f'(c) =0.

Beweis

Da f stetig auf [a,b] ist, hat f ein globales Minimum x,, und ein globales Maxi-
mum x; auf [a,b].

Falls x,, € (a,b) ist, ist x, kritischer Punkt von f.

Falls xp; € (a,b) ist, ist xpy kritischer Punkt von f.
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Sonst gilt f(xu) = £(a) = £(b), f(xyr) = f(a) = f(b) und daher f(x) = f(x).

ist also konstant auf [4,], so dass f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b) ist. O

Zum Satz von Rolle

f(x)
\

Falls f nicht konstant ist, exis-
tiert mindestens ein lokales Ex-
tremum von f in (a,b).

Der erste Mittelwertsatz
Satz (Erster Mittelwertsatz)

f :]a,b] = R sei stetig und im offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Dann exis-
tiert ¢ € (a,b) mit

Beweis

Wende den Satz von Rolle auf die Funktion

ho) = ) = [ HO =L

an. [l
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Zum ersten Mittelwertsatz

Af(x) .-«—— Sekante durch (a,f(a)) und (b,f(b)).
Steigung:
b) — f(a)
b—a

Die Tangente durch (c,f(c)) hat
auch diese Steigung.

Korollar

f : I — R differenzierbar. Es gilt:

(i) f'(x) >0 fiir alle x € [ = f ist monoton steigend auf I

(i) f'(x) > 0 fiir alle x € [ = f ist streng monoton steigend auf I
(iii) f'(x) <O fiir alle x € I = f ist monoton fallend auf I

(iv) f'(x) <O fiir alle x € [ = f ist streng monoton fallend auf I.

(v) f'(x) =0 fir alle x € I = f ist konstant auf I.

Beweis

(i) Wir miissen zeigen:
a<b = f(a) <f(b)
fur allea,b € I.

Wihle a,b € I mit a < b. Dann ist f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf
(a,b). Dem ersten Mittelwertsatz zufolge existiert c € (a,b) mit

flg = =@
—~— a
>0

= f(b) = f(a).

Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise bewiesen. O
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Bemerkung

Die Umkehrungen von (i), (iii) sind giiltig, die von (ii), (iv) jedoch nicht: Die Funk-
tion f(x) = x ist streng monoton steigend auf R aber f/(0) = 0.

Beispiel (Kurvendiskussion)

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f : R\ {1} — R mit

x2—2x+2
S x—=1

f(x)

Losung

Nullstellen: f(x) #0,x € R

Kritische Punkte:

! _x(x—2)
f(x)—m

= f(0)=0,(2)=0
Die entsprechenden Werte von f : f(0) = -2, f(2) =2

Steigung:
f'(x) >0ftrx <0
fl(x)<0fir0<x<1
fl(x)<0firl<x<2
f'(x) >0 firx>?2

Asymptote: f hat die vertikale Asymptote x = 1. Es gilt

x2—2x+2 (x—1)2+41
x—1 x—1
1

=x—14+—,
x +x—l

so dass

lim f(x) = —oo, lim f(x) = o9
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5 Differentialrechnung

Verhalten fiir grofle Werte von |x|: Aus

1
f(X)—x—l‘i‘m
folgt
flx) 1
x—1_1+(x—1)7-
:M—H fur x — +oo
x—1
und

%>1 fir xR\ {1}

X
=f(x)>x—1furx>1,  f(x)<x—1firx<1.

()

’

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

1 7
1
L
» 1
I

-2 ¢ <«——— lokales Maximum

1
1
1
P 1
1
1
1

Der zweite Mittelwertsatz
Satz (Zweiter Mittelwertsatz)

f,g : [a,b] — R seien stetig und im offenen Intervall (a,b) differenzierbar. Es exis-
tiert ¢ € (a,b) mit
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Beweis

Wende den Satz von Rolle auf die Funktion

an. [l

Satz (Die Regeln von L'Hoépital)

Es existiere 6 > 0, so dass f,g stetig auf [a — ,a + ] und differenzierbar auf
(a—6,a+0) ist.

Es gelte f(a) = g(a) = 0 und es existiere der Grenzwert

) )
X—a g’(x) ) ( )

Dann gilt

Diese Aussage bleibt richtig, wenn die Grenzwerte durch einseitige Grenzwerte
ersetzt werden.

Beweis

{xn} sei eine beliebige Folge mit x, € (a — d,a + ¢),x, # a fur jedes n € N und
X, — a fir n — oo.

f,¢ sind stetig auf [a,x,], bzw. [x,,4] und differenzierbar auf (a,x,) bzw. (x,,4).
Dem zweiten Mittelwertsatz zufolge existiert y, € (a,x,) bzw. (x,,a) mit

"(yn)[g(xn) — g(a)] = &' (yu)[f (xn) — f(a)]

N f(xn) _ f/(]/n).
8
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Da y, — a fiir n — oo, gilt

lim f(xn) = lim f(yn) - limf/(y)
n—voo g (xy) n—oo @' (yn)  y—=a g (y)

J/

Dies folgt aus der Existenz
des Grenzwertes (x)

und weil dieses Ergebnis fiir jede Folge {x,} mit x,, # a,n € N und x,, — a fiir
n — oo richtig ist, gilt
) F) -

lim —~<% = lim

x—ag(x)  y=ag(y)

Beispiel

Beweisen Sie die Existenz von
. sinx . 1—cosx
lim —, Iim ———

x—0 X x—0 x2

und berechnen Sie diese Grenzwerte.

Losung
Es gilt
sinx =0, X =0
x=0 x=0
und
a(sinx) = COs X, a(x) =1, )1(12% colsx =1.

Den Regeln von L'Hoépital zufolge gilt also

Iim—=1
x—0 X
Ebentfalls gilt
1 — cosx =0, x? =0
x= x=0
und d q
41 . a2y
e (1 —cosx) =sinx, e (x7) = 2x,
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5 Differentialrechnung

lim sin x - 1
=0 2x 2
N————’

Regeln von L'Hopital

Den Regeln von L'Hoépital zufolge gilt also

lim 1 —cosx _ 1
x—0 x? v

Taylor-Polynome

Betrachte ein Polynom in x — a:

p(x)=co+ci(x—a)+...+cu(x—a)".

Offensichtlich gilt
p (a) = Co,
und durch wiederholtes Differenzieren erhalten wir
p ! (61) =1,

p"(a) =2cy,

p"(a) =nlc, .

Zusammengefasst gilt

j!

die Koeffizienten ¢; sind durch die Ableitungen von p an der Stelle a gegeben.

Definition

f: I — R sei eine reellwertige Funktion, die im Punkt 4 n-mal differenzierbar ist.
Das Polynom
Py(x)=co+ci(x—a)+...+cp(x—a)",

wobei

heifit ntes Taylor-Polynom von f mit Entwicklungspunkt a.
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Bemerkung

Beispiel

Aus f'(x) = f(x) folgt f"(0) =1, n=0,1,2,.... Das nte Taylor-Polynom von f
mit Entwicklungspunkt 0 ist also
2 X"

X
— 4. —.
n!

Py(x)=1+x+ >

Satz

f sei eine reellwertige Funktion, die im Punkt a2 n-mal differenzierbar ist.

Dann gilt

lim £ ) = Ba(0)

x—a (x — a)”
Beweis
Aus )

n
Pu() = Poa () + L gy

folgt

f) = Pu(x) _ f(x) = Paca(x) _f"(a)

(x —a)r (x —a)" n!

J/

-~

Wir zeigen: Dies konvergiert gegen

f"(a)

fir x — a.
n!

Weil f,f,....f (n=1) und alle Ableitungen von P,,_; stetig im Punkt a sind, gilt

¢ L0 s =0 — @) =0

x—a dx/ dx/ v—a
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und
d/ d/ n! ‘
l — — n_— e — n — — 7’1—] J—
lim —— (x —a) g (x —a) T (x —a) . 0
firj=0,....n —2und
dn—l , ,
ot F() = Paca (%)) = =D (x) = f"=V(a),
dn—l

W(x —a)" =nl(x —a).

Wir konnen also die Regel von L'Hopital (n — 1)-mal anwenden:

) =Pl _ o fOY @) = 0 ()

L TE )
— L tim F D (a+ IR £ D(a)
:% ) (a).
U
Bemerkung

Es existiert 6 > 0, so dass
|f(x) = Pu(x)| < |x—a|" fur |x—a]<é

(wdhle ¢ =1 in der Definition von Grenzwert).

Wir sagen: P, (x) approximiert f(x) bis zur n-ten Ordnung.

Satz

f : I — R sei n-mal differenzierbar im Punkt a. Es gelte

f'(a)=f"(a)=...= f""V(a) =0,
) (a) #0.

Dann gilt:
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5 Differentialrechnung

(i) Falls n gerade und f(")(a) > 0 ist, hat f ein lokales Minimum im Punkt a.
(i) Falls n gerade und f(")(a) < 0ist, hat f ein lokales Maximum im Punkt .

(iii) Falls n ungerade ist, hat f weder ein lokales Minimum noch ein lokales
Maximum im Punkt a.

Beweis

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir f(a) = 0 annehmen. Dann
gilt

f(”)(a) (x— o)

Pu(x) = f(a) + f1(a)(x —a) + ... 4+ —

(n)
_ f\"(a) (x —a)",

n!
so dass
0= fim /) —Palx) _ [ flx) f(”)(a)]
x—a (x—a) x—a | (x —a)t n! :

Es existiert also 6 > 0, so dass

f(x) £ (a)

(x —a)"’ n!

dasselbe Vorzeichen fiir x € (a — §,a + J) \ {a} haben.
Abjetztsoll x € (a —6,a +9) \ {a} sein.

Falls n ungerade ist, hat f(x) verschiedene Vorzeichen fiir x < a und x > a. Da
f(a) =0 ist, hat f weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum im
Punkt a.

Falls 1 gerade ist, hat f(x) dasselbe Vorzeichen wie f(")(a) fiir x < a und x > a.
Daher gilt

£ (a) <0 = fhat ein lokales Maximum im Punkt a
(f(a) =0,f(x) <O fiir x # a)
) (a) >0 = f hat ein lokales Minimum im Punkt a

(f(a) =0, f(x) >0 fir x #a).

187



5 Differentialrechnung

Bemerkungen

1. Der letzte Satz beinhaltet folgende hinreichende Bedingungen fiir Maxima
und Minima:

f'(a) =0, f’(a) <0 = f hat ein lokales
Maximum im Punkt a

f'(a) =0, f’(a) >0 = f hat ein lokales
Minimum im Punkt a

Daraus folgen folgende notwendige Bedingungen fiir Maxima und Minima:

f hat ein lokales = f(a) =0, f"(a) <0
Maximum im Punkt a
f hat ein lokales = f(a) =0, f"(a) >0

Minimum im Punkt a

(Hier nehmen wir an, f sei zweimal differenzierbar im Punkt a).

2. Es gibt nichtkonstante Funktion mit der Eigenschaft f(")(a) = 0 fiir alle 7.
Betrachte z. B. die Funktion f : R — R mit

B e /¥ x£0,
f(x) B {0, x=0.

4 f(x)

Y
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Definition

f sei n-mal differenzierbar im Punkt a. Das Restglied

Ry (x) := f(x) = Pu(x)

ist die Differenz zwischen f(x) und dem n-ten Taylor-Polynom von f mit Ent-
wicklungspunkt a.

Wir suchen einen leicht abschétzbaren Ausdruck fiir R, (x).

Satz (Satz von Taylor)

f:(a—4é,a+09)— Rsei(n+ 1)-mal differenzierbar mit

£ = F(@) + F@)x—a) oot D ) 4R )

J

= Py(x)

Fiirjedes x € (a — 6,a + 9) gilt:

(i) Es existiert t zwischen x und a, so dass

Ro(r) = L0 e

n!

(Cauchysche Form des Restglieds)

(ii) Es existiert t zwischen x und a, so dass

Rp(x) = f(n—H) 0

(n +1)! )n+1

(x—a

(Lagrangesche Form des Restglieds)

(iii) Falls f("+1) integrierbar auf [a,x] ist, gilt

Rn(x)z/uxj%(x—t)”dt

(Taylorsche Form des Restglieds)
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Beweis

Die Cauchysche Form wird hergeleitet, indem man den ersten Mittelwertsatz
auf

f(n)(t) (x _ t)n

n!

S(t) = — — ¢ — ) — w —H2 - =
() = fx) = f(t) = f () (x =) = == (x = 1) — ...

auf dem Intervall [a,x] bzw. [x,a] anwendet (es gilt S(x) =0und S(a) = R, (x)).
Die Lagrangesche Form wird hergeleitet, indem man den zweiten Mittel-
wertsatz auf S(t) und g(t) = (x — t)"*! auf dem Intervall [a,x] bzw. [x,4]

anwendet (es gilt ¢(x) =0 und g(a) = (x —a)" ).

Nun sei f("+1) integrierbar auf [4,x]. Dann gilt
(n+1)
S(x) — S(a) = /xS’(t)dt — —/xfT(t)(x )t
a .

= Rifx) = [ L;)(t) (x— 1)t

Beispiel

Berechnen Sie die Zahl €%3 mit einem Fehler unter 10—%.

Losung

Wir benutzen die Taylor-Polynome von e* mit Entwicklungspunkt 0:
e’ = Py(x) + Ry (x),

wobei
2 X"

X

Rn(x)z/ox%(x—t)”dt

Py(x)=1+x+
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5 Differentialrechnung

Es gilt:
R, (0,3 " 03 1d
= — —t t
R(03)] = | [ 503 - ty"a|
3 0,3
< E/ (03—8)"dt (el <el <3firte [01])
'Jo
3
= ————(0,3)""!
(n+1)! (03)
—0 ffll?ir’l — 00
Wir suchen 1, so dass diese
Grofle kleiner als 10~# ist.
n = 4 funktioniert.
Daher ist
e¥3 = P4(0,3) + R4(0,3)
1 1 1
=1+03+ 5(0’3)2 + 5(0,3)3 + 5(0,3)4 + R4(0,3)
=1,34984 + R4(0,3),
——
IR4(0,3)| < 10*
so dass
e03 ~ 1,3498
mit einem Fehler unter 104 ist. O
Bemerkung

Die Methode im letzten Beispiel funktioniert, weil
R,(0,3) — 0 fiir n — oo.
Folglich gilt

e* —Py(x) =0 fir n — oo und x =0,3.

Mit anderen Worten konvergiert die Reihe
© x j
=0 /!

gegen e* im Punkt x = 0,3. (Die Partialsummenfolge dieser Reihe ist { P, (x)}?> .)
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Definition

f sei beliebig oft differenzierbar im Punkt a. Die Reihe

heifit Taylor-Reihe der Funktion f mit Entwicklungspunkt a.

Potenzreihen
Definition
o, €1, C2,... und a,x seien reelle Zahlen. Die Reihe

i cn(x —a)"
n=0

heifit Potenzreihe mit Koeffizienten c,, und Entwicklungspunkt a.

Grundlegende Frage: cy, c1, c2,... und a seien gegeben. Fiir welche Werte von x
konvergiert die Potenzreihe

oo
Y cn(x —a)"?
n=0

Satz

co, €1, C2,... und a seien gegeben. Fiir die Potenzreihe

i cn(x —a)"
n=0

gilt genau eine der folgenden Aussagen.
(i) Die Reihe konvergiert nur fiir x = a.
(ii) Die Reihe is absolut konvergent fiir alle x € IR.

(iii) Es gibt eine reelle Zahl R > 0, so dass die Reihe absolut konvergent fiir
|x —a| < R und divergent fiir |x —a| > R ist.
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Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir a = 0 annehmen.

Wir nehmen an, (i) treffe nicht zu, und definieren

K= {x: Y cnx” konvergiert}, R =sup{|x|: x € K}.
n=0

Beachte: Es gilt R > 0, konnte aber R = oo sein.

(o]
DefinitionsgemasB divergiert Y. c,x", falls |x| > R ist.
n=0

Wihle 0 < S < Rund xp mit S < |xg| < R, so dass Z cnx(y konvergiert. (Die Exis-

n=
tenz von xq folgt aus der Definition von R als sup{|x| x € K}.) Es folgt also
cpx(y — 0 fiir n — oo. Die Folge {c,x( } ist daher beschréankt: Es existiert M > 0, so
dass
lenxg| = |enl|xo|" < M, n=0,12....

Fir x € [-S,9] gilt:

|en X" = [en][x]"

x n

= |en[xo0|" | —
X0

n
<M (i) .
|0
——

<1

Da

L)

J

eine geometrische Reihe

kovergent ist, folgt aus dem Vergleichsprinzip, dass § cpx™ auf [—S,S] absolut
n=0

(o)
konvergent ist. Damit ist ) c¢,x" absolut konvergent fiir x € (—R,R). O
n=0
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Definition

Die Zahl R im Teil (iii) des letzten Satzes heif3t Konvergenzradius der Potenzrei-
he. Diesen Begriff tibertragt man auf Teil (i) (R = 0) und Teil (ii) (R = c0).

Bemerkung

Der Begriff Konvergenzradius kann auf der Zahlengeraden veranschaulicht wer-
den:

3 <& 3> <&
>» <€ >» <€

Divergenz Absolute Konvergenz Divergenz

O L O >

a-R a a+R

Im Allgemeinen keine Aussage
tiber die Konvergenz fiir x =a — R

und x =a+ R
Beispiele
1. Die Reihe
0O 41 x2 x3
,;,E=1+x+§+§+"'

konvergiert fiir alle x € R (Quotientenkriterium:

X"/ (1) x|

= 0
| x|/ n! il

flir n — o00). Hier ist also R = co.

2. Die Reihe

o0
Y nlx"
n=0

konvergiert nur fiir x = 0 (fiir x # 0 konvergiert {n!x" } nicht gegen 0). Hier
ist also R = 0.
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3. Die Reihe
30 X )

x—§+g—7+... ()

konvergiert fiir —1 < x <1, die Reihe
1—x®+xt =0+ ... (2)
konvergiert fiir —1 < x < 1, die Reihe
2o x

x—7+§—z+... (3)

konvergiert fiir —1 < x <1, und die Reihe
¥ x3
—_ XX = — = = —+.. 4
X > 3 1 + (4)
konvergiert fiir —1 < x < 1. In allen Féllen ist also R = 1.
Beweis:
(1)-(4): Absolute Konvergenz fiir —1 < x < 1 (Quotientenkriterium). Diver-
genz fir |x| > 1, da die Glieder nicht gegen 0 konvergieren.
(1): Leibniz-Kriterium firx =1, — 1
(2): Fur x = 1, — 1 ist die Partialsummenfolge 1,0,1,0...
(3): Fiir x = —1 liegt die harmonische Reihe vor; Leibniz-Kriterium fiir x =1
(4): Fiir x = 1 liegt die harmonische Reihe vor; Leibniz-Kriterium fiir x = —1
Bemerkung

(o)
Eine Potenzreihe ) c¢,(x — a)" mit Konvergenzradius R > 0 definiert eine Funk-

0

n=
tion f: (a — R,a + R) — R durch die Formel

Satz

(]

f(x) = io enx — )"

Y. cu(x —a)" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

n=0
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Dann ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

o0
Y ney(x —a)" !
n=1
mindestens R.

Ferner ist die durch die Formel
fx) =) cu(x—a)", |lx —al <R
n=0
definierte Funktion differenzierbar fiir |x — a| < R mit

fl(x) = incn(x —a)"',  |x—a| <R

Beweis

Es gentigt, die Aussagen fiir 2 = 0 zu beweisen.

Wihle S mit 0 < S < R und xp mit S < |xg| < R. Aus der Konvergenz der Rei-
he Y cuxj folgt c,xj — O fiir n — oo. Die Folge {c,x{j} ist daher beschrankt: Es
=0

n—=
existiert M > 0, so dass

lenxG| = |enl|x0/" <M, n=012....
Fir x € [-S,5] gilt:

|ncy, x”_1| = n|cn||x|”_1

n—1

= nfca] x| |

X0

S n—1
< Mn|xp| ™} (—) :

|x0]

——
<1

Da
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konvergent ist (Quotientenkriterium), folgt aus dem Vergleichsprinzip dass

o o0
Y ncyx" 1 auf [—S,S] absolut konvergent ist. Damit ist '}~ nc,x" ! absolut kon-
n=1 n=1

vergent fiir x € (—R,R).

Definiere -
g(x) =Y ne,x"',  |x| <R
n=1

Es seien {s,(x)} die Partialsummenfolge der Reihe E cpx und 1y (x) = f(x) —
n=0

sn(x). Beachte, dass {s)(x)} die Partialsummenfolge der Reihe Y nc,x"~1 ist
n=0
(sn(x) ist ein Polynom und daher differenzierbar).

Wihle x € (—R,R), T > 0 mit |x| < T < R und h klein genug, so dass |x +h| < T
ist. Schreibe

f(x+h})l—f(X) _g(x)

_ st ZFO) ) 4 Ty 1) — o) 4 O Zrl®)

Zujedem g1 > 0 und n > 0 existiert J; > 0, so dass

su(x+h) = fx)
h n

(x)| <e, 0 < |h| < é1.

Zu jedem gy > 0 existiert N, € IN, so dass
sp(x) —g(x)| <&,  n>Na.

Es gilt

T’n(X—i—h;l—Vn(x) _ i ¢j((x + 1) — )

j=n+1

=| Y ch((x+h) P4 (x+h) 2x 4+ 27
j=n+1

w .
< ) lgliT
j=n+1
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Wir wissen, dass )7 |cj] jTI=! konvergent ist, d.h. zu jedem ¢35 > 0 existiert
N3 € N, so dass

oo
Z |C]'|]'T]_1 < &3, n > Nj.
j=n+1

Wihle e > 0 und setze &1 = §, &2 = §, &3 = §, n = max(N,N3) + 1 und 6 = ;.

Dann ist "

flx })l_f(x)—g(x) <g, 0<|h| <9,
so dass f differenzierbar im Punkt x mit f'(x) = ¢(x) ist. O
Korollar

(o)
Es seien ) c,(x — a)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und

n=0
f:(a—R,a+ R) — R die dadurch definierte Funktion.

1. f:(a— Rua+ R) — R ist beliebig oft differenzierbar mit

fO(x) = i . .Cn(x—a)”_f, lx —a| < R.

2. Esgilt

(/)
A R T

sodass Y cj(x —a)/ die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a ist.
j=0

Insbesondere folgt daraus, dass die Potenzreihendarstellung einer Funktion
eindeutig ist.

Beispiele

Berechnen Sie die Taylor-Reihen der Funktionen

1 f(x) = 1ix
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1

2. fz(x) = 1_1_7

3. fa(x) = arctanx

mit Entwicklungspunkt 0 und geben Sie ihren Konvergenzradius an.

Losung

1. Die geometrische Reihe
(o]
L
n=0
1

konvergiert gegen 1= fiir |x| < 1 und divergiert fiir |x| > 1. Die Taylor-

Reihe von f; ist also
(o)

X"
n=0

mit Konvergenzradius 1.

2. Aus 1 folgt, dass
Z (_x2)n
n=0

konvergiert gegen ﬁ fiir |x2| < 1 (d.h. |x|] < 1) und divergiert fiir [x?| > 1

(d.h. |x| > 1). Die Taylor-Reihe von f; ist also
(_ 1)n x2n
=0

n

mit Konvergenzradius 1.
3. Fir |x] < 1 gilt

fi(0) =

_ i (_1)nx2n'

n=0

Die Potenzreihe
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hat Konvergenzradius 1 und fir |x| <1 gilt

eine Konstante

Aus g(0) =0, arctan(0) = 0 folgt c = 0, so dass

) xZn—i—l
- Y1y
= 2n+1

und der Konvergenzradius dieser Taylor-Reihe ist 1. O

Lemma

f, g haben die konvergenten Taylor-Reihen

cn(x—a)", |x —a| <R,

dp(x —a)", |lx —al < S
mit Entwicklungspunkt a.

Dann haben f + g und fg ebenfalls konvergente Taylor-Reihen

(f+8)(x Z (x—a) Ix —a| < Th,

= an(x—a)”, x —al < Ty,
mit Entwicklungspunkt a. Es gilt

Ty, T» > min(R,S),

en = Cn +dy,

n
fn= X ckdy_-
k=0
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Die trigonometrischen Funktionen
Definition

Die Funktionen sin(-), cos(+) : R — R sind durch die Formeln

. ¥ xS X
sin(x) = x — 31 + 51 71 + .-/ | Diese Potenzreihen konvergieren
_q x2  xt x6 fiir alle x € R (Quotientenkriterium)
COS(X)— —§+I—a+
definiert.
Bemerkung

Folgende Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen folgen unmittelbar
aus den Definitionen.

1. sin(-), cos(-) sind beliebig oft differenzierbar auf R.
2. sin’(x) = cos(x), cos’(x) = —sin(x) fiir x € R.

3. sin(0) =0, cos(0) =1.

4. sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosx fiir x € R.

5. Fiir alle x,y € R gilt

sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny, (1)

cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny. ()

6. Fiir jedes x € R gilt

sin?x + cos®x = 1. (3)

Bemerkung

Alle anderen trigonometrischen Identitdten werden aus (1)—(3) hergeleitet.
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5 Differentialrechnung

Bemerkung

Die Potenzreihen fiir sinx und cos x geniigen den Voraussetzungen des Leibniz-
Kriteriums fiir x € (0,2]. Daher gilt

x3 .
x—§ < sinx < x, (1)
x2 x2 x4
1—5§COSXS1—5+I (2)
fiir x € (0,2].
Satz

1. sinx > 0 fiir x € (0,2].

2. cos(-) ist streng monoton fallend fiir x € (0,2) und hat genau eine Nullstelle
xoin (0,2).

3. sin(+) ist streng monoton steigend fiir x € (0,xp) und sinxy = 1.

Beweis

1. Aus (1) folgt

x2
inx>x(1—=—
sinx > x < 3 )
22
> x <1 - €> fiir x € (0,2]
>0 fiir x € (0,2]
2. Bemerke:
cos(0) =1>0,
22 201
<1-Z 4+ =-Z<0.
cos(2) <1 2!-1—4! 3<0
Dem Zwischenwertsatz zufolge hat cos(-) also mindestens eine Nullstelle
xp € (0,2).
Da

cos’(x) = —sin(x) <0  fiirx € (0,2),
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5 Differentialrechnung

ist cos(-) streng monoton fallend und daher injektiv auf (0,2). x ist also die
eindeutige Nullstelle von cos x in (0,2).

3. Aus

2 2

sin“xg =1 — cos” xg

folgt
sinxg = £1,
und wir wihlen das positive Vorzeichen, weil xg € (0,2) und sinx > 0 fiir
x € (0,.2) ist.
Da
sin’(x) =cosx >0  fiir x € (0,xq)

ist sin(-) streng monoton steigend auf (0,x). O

Definition (Die Kreiszahl)

7T 1= 2X

Bemerkung

Bisher wissen wir, wie die Graphen von sinx und cos x auf dem Intervall [0, 77/2]
aussehen:

sin(x) cos(x)

A A

N -

15/2 X 3572 X

Es ist nun leicht zu folgern, wie die Graphen fiir alle x aussehen. Fiir x € [0, 71/2]

gilt

. (T LTt o
sin(— +x :smzcosx—l—coszsmx:cosx,

2
7T s . TU .
COS §—|—x =COS§COSX—SIHESIIIJC=—SIHX

203
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und fiir x € [0,77] gilt

sin(7T + x) = sin7rcos x + cos 7rsinx = —sinx,
cos(7T + X) = cOSTCOsX — sin7rsinx = —cos X :
A 8in(x)
/1
T Pox > x
-4
AC05(x)
14
JC 21 ;X
-4

Schliefslich beweisen wir induktiv, dass

sin(x 4+ 2n7m) =sinx, cos(x + 2nmw) = cosx, x €027, neZ.

Bemerkung

Aus
sinx<x  x€(02]
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und
sinx <1 <x, x>2

folgt die niitzliche Ungleichung

sinx < x, x> 0.

Definition

Die Funktion exp(-) : R — R ist durch die Formel

x> X3
exp(x) = 1+x—|—g—i—§+...
Diese Potentreihe konvergiert
fiir alle x € R (Quotientenkriterium)

definiert.

Satz (Eigenschaften von exp(-))

1. exp(+) ist beliebig oft differenzierbar auf R mit exp’(-) = exp(-).
2. exp(x +y) = exp(x)exp(y) fir alle x,y € R.
3. exp(0) =1,exp(x) >0 und exp(—x) = 1/exp(x) fir alle x € R.

4. exp(-) ist streng monoton steigend auf R mit exp(x) — oo fiir x — oo und
exp(x) — 0 fir x — —oo.

Bemerkung

Somit konnen wir den Graphen von exp(-) zeichnen.
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A exp(x)

Y

Da exp(-) : R — (0,00) bijektiv ist, ist folgende Definition sinnvoll.
Definition
Die Funktion log(-) : (0,00) — R ist die Umkehrfunktion von exp(-) : R — (0,00).
Satz (Eigenschaften von log(-))
1. log(-) ist beliebig oft differenzierbar auf (0,00) mit

log"(x) = (-1 (n Dty n=123,...

2. log(+) ist streng monoton steigend auf (0,00) mit log(1) = 0,logx — —oo fiir
x — 0 und log x — oo fiir x — oo.

3. log(xy) = logx + logy fiir alle x,y € (0,00) und log (%) = —logx flir x €
(0,00).

Bemerkung

Somit konnen wir den Graphen von log(-) zeichnen.
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A109(x)

Grundlegende Frage: Es sei a > 0. Definitionsgemaf3 ist

a':=a.a...a, n=123,...,
n mal

1

arn = Va, n=123,...,

m m

an = ({/a)", mmn=12,3,...,

=1,

_m

a~n o=, mn=123,....
an

Somit haben wir a7 fiir g € Q definiert. Was bedeutet aber a”, wenn r eine irratio-
nale Zahl ist?

Bemerkung
Aus der Identitat
log(ab) = loga + logb, a,b>0
folgt induktiv
log (a%> =%loga, me Z,necN.
Daher gilt
an = exp 1ogan>
=exp (%loga), meZ,neN,
d.h.
a1 = exp(gloga)
fiira > 0.
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Definition

a* 1= exp(xloga), xeR
fira > 0.

Bemerkungen

1. Die iiblichen Rechenregeln folgen aus dieser Definition.

2. a0) ist beliebig oft differenzierbar auf R mit

d .
a(”)

=logaa®.

3. Esist
£
=
so dass exp(1) = e und folglich loge = 1. Daher ist

e’ = exp(x).

Lemma

Fiir jedes k > 0 und a > 1 gilt

“kg* 3 00 fiir x — o

xkg—x

X

“Exponentiale schlagen Potenzen”,
— 0 fiir x = o0

x*logx — 0 fiir x — oo
“Potenzen schlagen Logarithmen”.
xFlogx — 0 fiir x —0
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Beweis
Waihle n € N mitn > k. Aus

a* =exp(xloga)

x2 (loga)2 xZ”(loga)Z”
—1+xloga+T++W+
x?"(loga)?" )
> W fllI' X > 0
5 X fiir x > 1/ (loga)>
(2n)! &

folgt
—k
—k _x x"
x fat > 2]
——
— oo flir x — co.
und .
xka=* = — = 0 fiir x — 0.
x*a*
Aus
y_z/kexp(y) — 0 fir y — oo
folgt

xlexp(x¥/?) s 00 fiir x — oo

(setzey = xk/2). Es existiert also M > 0 mit der Eigenschaft
xlexp(x¥/2) > 1 fur x > M.
Fur x > max(M,1) gilt daher

exp(xg) > x

k
= logx < x2

NI=

—k _
=0<x"logx < x
—0

fiir x — o0

= xFlogx — 0 far x — oo.
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Ferner gilt

1\ F 1
k —_ (= -
x“logx = (x) log <x>'

und aus % — oo fiir x — 0 folgt

1\ /1 .
—| log|(=)]—0 fir x — 0.
x X
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